Priklady k prednaske Matematika 1

Elementarny kalkulus

Ako vhodné priklady su vybraté typické ilohy. Réznym modifikdciam,
upravam alebo rozsireniam sa medze nekladi. Zoznam tiloh sa bude postupne

doplriat.

Nerovnosti

Uvod. Nerovnosti &isiel (celych, racionalnych alebo realnych ) maju nasle-
dujtce vlastnosti:

e Pre dve rozne ¢isla x a y plati budz a y © < y (z je mensie ako y) alebo
y < x; vzfah z < y je ekvivalentny vzfahu y > = (y je vicsie ako z).

Cisla st linearne usporiadané: Ak x >y a y > z potom x > z;

e Ak = > y potom x + z > y + z pre Iubovolné ¢islo z.

Ak x > y a z > 0 potom x.z > y.z; pokial z < 0 potom z.z < ¥.2;
Specialne ak x > y vynasobime —1, dostaneme —z < —y.

e Je uzitocné znazornovat Cisla ako body na ¢iselnej osi: nakreslime si
(na papieri alebo tabuli, v mysli) priamku a na nej zvolime pociatok - bod 0,
smerom doprava (dolava) v jednotkovej vzdialenosti od pociatku vyznacime
bod +1 (—1), dvojkovej vzdialenosti smerom doprava (dolava) vyznacime
bod +2 (—2), atd. Body na ¢iselnej osi medzi celymi ¢islami odpovedaja

realnym a racionalnym ¢islam: ak x < y potom x je nalavo od y.



1) Rieste nerovnosti:

8r < 35+ 3x,
120 — 21 < 27 + 4z,

5(x —1) > 12— (17 — 3z),

7T—4x <3 -2z

20+ 1 <3x—4

8 3 7
a:—|—10+1 x>4—5m 1

6 4 6

2) Vyznaéte na ¢iselnej osi rieSenie stustavy nerovnosti:
a)3r+6>0, 243z >0,

b)2r —3<3x—2, 4 —1<2x+3,
c)3x+b<zr+1,4dr—3<x+6.

Druhd odmocnina \/x = z3 ,x > 0, je definovand ako nezdporné cislo,
pre ktoré plati (\/7)* = x.

3) Rieste nerovnosti s odmocninou. Najprv dokdzte: a > b >0 < a® >
b2

a) V14 +v6 > 2V3 + V7,

b) V14 4+ /5 > V11 + /7,

c) V15 + 3 < V6 + V10.



4) Rieste nerovnice (najprv urcte definiény obor vyrazov)

22 —3x+2>0

(x—=1)(2+x) S

r—3 -
> +r+1 <0
r(x? =T +3

2sinx + 3cosx > 1

Néavod: Rozlozte vyraz obsahujici premennt x na faktory (x — a), urobte
tabulku ich znamienok na relevantnych intervaloch a vysledné znamienko

vyrazu. Nezabudnite na rozdiel medzi ostrymi a neostrymi nerovnostami.

Absolitna hodnota cisla || je nezdporné cislo definované takto: |x| = x

prex >0 a |z| = —x pre z < 0.

5) Ukazte, ze |z| = max{x, —z} je ekvivalentné uvedenej definicii.

6) Rieste nerovnost |z — a| < b a rieSenie vyznacte na ¢iselnej osi pre
nasledujice dvojice a a b:

a=3, b=1, a=-1,b=1, a=1, b=2,
b=

1
Y 4"

N[ =

_ _ 1 _ _ 1 _
a=1, b=, a=-2,b=3 a=-—

7) Rieste nerovnice s absolutnymi hodnotami

[z =2 = | +1] =3,



Ble =1 +]z—2| <7
o =7 —|z+2] <3
e =7 +2z>1

Névod: Najdite nuly absolitnych hodnét, na intervaloch uréenych tymito

bodmi a 400, potom rieste prislusné nerovnice.



Matematicka indukcia.

1. Overovanie formuly F'(n) (zavislej na prirodzenom ¢isle n) metodou
matematickej indukcie. Uloha sa riesi v dvoch krokoch:

1) Overi sa formula F(1) pre n = 1,

2) Za predpokladu, ze plati F'(n) dokéaze sa platnost F(n + 1).

1. Met6dou matematickej indukcie overte formuly:

a) Yop o k? = 1+4+..+n* = n(n+1)2n+1),

b) Sh kD = 1494 .. 4+n® = n2(n+1)?

) Ypg2k—1 = 1+3+..+2n—1 = n?

d) S k(k+1) = 1.2423+ .. +n(n+1) = in(n+1)(n+2),
tn(n+1)(2n+7),

e) i k(k+2) = 1.3+24+ .. +n(n+2) =
£ ZZ:lm - %3+%+"'+(2n—1)1(2n+1) = 3
g) S (2k—1)2 = 149+ ..+ (2n—1)2 = ln(dn®+1),
h) S at+(k—1)d = a + atd+ .. + a+(n—1)d = 2[2a+(n—1)d,

) Sro k(k+ D)(k+2) = 1234234+ . +nn+1)n+2) =
Ln+1)(n+2)(n+3),
)Y rjartTt = atar+ .+ ar"t = ot r £ 1L

2. Rieste pomocou matametickej indukcie
a) 2 deli n.(n + 3)
b) 6 deli n® + 11n
c) b deli 2.11" 4+ 3



d) 9 deli n® + (n+1)% + (n+ 2)*
e) 31 deli 5" 4 621



3. Dokéazte nerovnosti (moZno vyuzit matematickt indukeiu, ale nerovnosti
sa daju dokazat aj bez toho):

a) n! > 2" pre n > 2.

b)
<n+1)"
n! < 5 pre n > 1.

k
n
R =——"7< o Urcte najprv pripustné hodnoty n a k.

1 n
2 < (1 + —> < 3. Pouzite binomicku vetu a priklady 1) a 3).
n

*e)
1 1 1 1
ﬁ+§+§+"'+ﬁ<2'

Pre k > 2 vyuzite nerovnost

LRSS S S
k2 T k(k—1) k-1 Kk
n"t > (n 4 1)" pre n > 2.
*g)

1 1 1 1
ﬁ+ﬁ+%+...+%>\/ﬁ.

*h) Analyzujte nerovnost |z, + 2| < |z1|+ |z2] a potom dokézte matem-
atickou indukciou |z + 9 + ... + x| < |21] + 22| + oo+ |20] <

*1) Pre x > 0 dokazte nerovnost (1 + x)" > (1 + nz).



2. Goniometrické funkcie.

Na zdklade siuctovijch vzorcov
sin(z +y) = sinz cosy + cosx siny ,
cos(x +y) = cosz cosy — sinx siny .

pre goniometrické funkcie a ich hodndét v bodoch x =0 a x = 5

: .m

sin0 = 0, sin— = 1,
2

cos0 = 1,COS% = 0.

mozno lahko odvodit rozmanité vzorceky pre goniometrické funkcie.

Dokézte nasledujiice formuly pre funkcie sinx a cos :

1) sin2x = 2sinxcosz, sinz + cos?z = 1,

_ 2 2 2 _ .2
cos2r = cos“x —sin“x = 2cos*x—1 = 1—2sin”“x.
2)sinm = 0, cosm = —1,

sin(§ — ) = cosx , cos(5 — r) = sinw,
sin(z+7) = —sinz, cos(z+m) = —cosx.
Ukazte, ze z poslednych dvoch vztahov vyplyva periodi¢nost goniomet-

rickych funkcii: sin(z + 27) = sinz, cos(z + ) = cos x.



3) Dokkazte vztahy

| . x’ 1—cosz ‘ x’ 1+ cosx
sin —| = _ cos—| = \/——— .
2 2 ’ 2 2

Goniometrické funkcie tgx a cotgx su definované vztahmi:

sinx s
tgx = , T # =+ km,
cos T 2
cos T
cotgr = sz x #km.

(miesto tgx a cotgx pouZiva sa tieZ znacenie tanx resp. cotx).

4) Vysvetlite povod definiénych oborov pre funkcie tgz a cotgz.

5) Odvodte vzorce
2t
2 = 2T
1—tgx

1
cotg2xr = i(cotgx —tgx),

t x’ B 1—-cosz
89l T Vitcosa
5) Dokazte periodi¢nost:

tg(z+m) =tgx , cotg(z+ m) = cotgx .

Limity postupnosti, rady.

Limity postupnosti



1. Vypocitajte limity

. 1 : 2n2+3n+4
2 P) i, T
: 2n24n+1 : 2n24-3n+4
©) e D P
e) lim &L f) lim (v2n+1—+2n—1)
n—oo n—oo

g) lim (vn?+4+1—n) h) lim (Vn?+n+1—n)

2. Ukazte, Ze

a) lim &+ =

n
—>003
n

(Najprv dokazte, ze & < (%)n pre vsetky n.)

371

o

b) lim 5 =
n—oo

3. Dokazte, zZe pre prirodzené cislo k£ > 0 plati
a) lim n* = +oo b) lim n=* =0 c) lim 2r =90
4. Dokazte, ze plati

a)

+o00 pre a > 1,
nlLIIOIOCLn: 1 pre a =1,

0 pre 0 <a < 1.
*b)nli_)nolo{L/Ezl pre a >0

5. Najdite zo znamej hodoty lim (1 + %)” = e tieto limity
n2—1\n2
n2+})

a) lim (

b) lim (1 + £)", k-prirodzené, ale aj redlne kladné &islo

n—oo

10



c) lim (1— 1), lim (1 — £)»
1

(Navod: (1-1) = (5%).)

6. Dokazte odhady
a) n! >2"! pre n > 2
b) n! < klnnk
c) Pre z > 0 plati
(1+2z)" > 1+ nz, (1+ )" > na, (1+a)" > 2oty

(Pouzite binomicku vetu.)

7. Aplikicie odhadov
a) Polozme V2 =1+ w,. Dokazte, ze w, < %

b) PoloZzme {/n =1+ w,, n > 1. DokaZte, Ze w, < /-2, n > 1.

n—17

8. Vypodéitajte limity

a) lim ?,ZEJ_F}’ b) 711520(\/ n—1-= \/ﬁ)a

n—oo

: 3n+1 : 1+24..4n
c) lim 22— d) lim —=t-T2,
) n—oco V3n2+5’ ) n—00 n?

11



