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Uvod

Prehl'ad. Tieto poznamky obsahuji podklady k prednaske Matematika 2
na Specializacii Aplikovana informatika: jedna sa o 12 dvojhodinovych pred-
nasok doplnenych dvojhodinovymi cvi¢eniami (ich ¢lenenie nie je definitivne).

Poznamky obsahuju nasledujiice témy:

I. Analytickd geometria v rovine

1. Saradnice v rovine: pociatok, vzdialenost bodov, priamka, uhol, poldrne
suradnice.

2. Jednoduché krivky v rovine: kruznica a elipsa, hyperbola, parabola,
priklady.

3. Vektory v rovine: linedrna nezdavislost, bdza, skaldrny sucin a ortogo-
nalita, ortogondlna bdza.

4. Linearne transformacie: linedrne transformdcie bdzy, siustava dvoch
linedrnych rovnic, matice a ich sicin, determinant.

5. Pojem grupy (axiomy): grupa GL(2,R) a SL(2,R), transponovanie
matic, (pod)grupa ortogondlnych transformdcii O(2), priklady.

6. Komplexné &isla: ako rovina R? s ndsobenim, ako ndsobenie urcitjch
matic. Ndsobenie komplexnyjch cisiel, komplexné zdruznie a absolutna hod-
nota.

Geometricky vyznam komplexnyjch cisiel a ich sc¢itania a ndsobenia, vlast-

nosti telesa komplexnijch cisiel, zdkladnd veta algebry.

II. Analytickd geometria v priestore
1. Stradnice v priestore: pociatok, poloha, vzdialenost, priamka a rovina

- ich vzdjomnd poloha, sférické suradnice.



2. Niektoré plochy v priestore: gula a elipsoid (paraboloidy a hyperboloidy),
priklady.

3. Vektory v priestore: linedrna nezdvislost, bdza, skaldrny sucin a ortog-
onalita, ortogondlna bdza. Vektorovy sucin a plocha trojuholnika, zmiesany
sucin a objem, priklady.

4. Linearne transformaécie: siustava troch linedrnych rovnic, matice a ich
sucin, determinant, hodnota matice - priamky a roviny.

5. Grupy GL(3,R) a SL(3,R), grupy rotacii O(3) a O(3). Skladanie

rotdcii: slnecné hodiny a iné (jednoduchsie) priklady.

III. Vektorové priestory

1. Definicia vektorového priestoru: linedrna zdvislost dimenzia, bdza, prik-
lady.

2. Sustavy linearnych rovnic: maticovy zdpis, hodnota matice, priestor
riesent, transponovand matica, sucin matic.

3. Skalarny sucin: norma, vzdialenost, metrika, ortogonalita a ortogondlna
bdza.

4. Linearne transformécie: Stvorcové matice, ich sucin a determinant,
grupy GL(n,R) a SL(n,R). Viastné hodnoty a vlastné vektory matice, sy-
metrické a antisymetrické matice.

5. Ortogonalne matice a transformécie: invariantnost skaldrneho sicinu,
grupy O(n) a SO(n). Viastné hodnoty a vlastné vektory symetrickej matice,
diagonalizdcia symetrickyjch matic.

6. Komplexné vektorové priestory: linedrna zavislost dimenzia, bdza, linedrne
transformdcie, grupy GL(n,C) a SL(n,C).

Hermitovsky zdruZend matica, hermitovské a unitdrne matice, unitdarne

transformdcie, grupy U(n) a SU(n).



Skaldrny sucin a jeho invariantnost, vlastné hodnoty a vlastné vektory

hermitovskej matice, diagonalizdcia hermitovskiyjch matic.

Motivacia. Aj ked v informatike sa pracuje najméd metdédami diskrét-
nej matematiky a algebry, je velmi uzito¢né ovladat aj zaklady analyzy a
geometrie. Tieto aspekty sa prejavuji najmé v aplikidciach numerickych a
informatickych metod. ¢asto treba skimat, simulovat alebo modelovat rozne
procesy, zobrazovat ich alebo prenasat do virtualneho sveta poc¢itacov. Na do-
plnenie treba uviest, ze aj v ramci diskrétnej matematiky, pri formulaciach
problémov alebo ich analyze je uzitoéné mat zakladné vedomosti zo "spojitej
matematiky".

Zvycajne, alebo aspon velmi ¢asto, skimany problém mé svoj matemat-
icky alebo fyzikalny popis v ramci "klasickej" analyzy a geometrie. Cielom
prednéasok Matematika 2 je poskytnut zakladné poznatky z linearnej algebry.
Pojmovy aparat bude preto budovany len v nevyhnutnej miere. Doraz bude
kladeny na praktické ovlddanie metod, t.j. priebezné precvic¢ovanie naucenych
poznatkov, riesenie najprv jednoduchych a potom (trochu) zlozitejsich prob-

lémov.



Literatara.

Uc¢ebnice.

1. I. Kluvanek, L. Misik, J. Svec: Matematika pre studium technickych
vied, Alfa, Bratislava, 1961.

2. Ch. B. Morrey, jr: University Calculus with Analytic Geometry, Addison-
Wesley Publ. Comp., 1964.

3. J. Kvasnica: Matematicky aparat fyziky, Academia, Praha, 1989.

4. P. Zlatos, Linearna algebra, web stranka KAGM, FMFI UK.

Zbierka tloh.

J. Elias, J. Horvath, J. Kajan: Zbierka uloh z vyssej matematiky, 1. ¢ast,
Alfa, Bratislava, 1971 (a neskorsie vydania).

Prehlady.

1. I. N. Bronstejn, K. A. Semendajev: Prirucka matematiky, SNTL, Bratislava,
1961.

2. Malé encyklopédia matematiky, Obzor, Bratislava, 1978.



Hodnotenie predmetu. Vysledné hodnotenie sa sklada z priebezného

hodnotenia a zavereéného hodnotenia v pomere 50:50.

1. Priebezné hodnotenie pocas semestra

40 bodov = 20 bodov testy na cvi¢eniach + 20 bodov semestralna pisomka

2. Zdaverecné hodnotenie

40 bodov = 35 skiiskova pisomka + 5 bodov tstna skiska

3. Zndamkovanie

menej ako 41 .... Fx

41 - 47 bodov ... E
48 - 54 bodov ... D
55 - 61 bodov ... C
62 - 68 bodov ... B

viac ako 68 ....... A
Kto zo vsetkych pisomnyjch testov pocas semestra neziska viac ako 10 bodov
(z moznyjch 40) nebude pripusteny k zdverecnému testu a tstnej skuske.
Zlepsenie hodnotenia podla pisomngch testov o 1 stupen je dané poctom
bodov ziskangch na ustnej skuske. Zlyj vysledok stnej skiusky mozZe znamenat

zhorsenie zndmky o 1 stupen oproti hodnoteniu podla pisomngch testov.



1 Linearna algebra a geometria v rovine

Suradnice v rovine

Budeme predpokladat, Ze (intuitivne) pozname zakladné pojmy Eukli-
dovskej geometrie v rovine: pojmy bodu v rovine a vzdialenosti dvoch bodov,
pojmy priamky a ich vzajomnej polohy.

Pravouhlé (kartézske) suradnice v rovine zavedieme takto:

(i) Zvolime v rovine priamku p, (z-ovi os) a na nej pociatok 0, ktory
bude odpovedat bodu x = 0 na ¢iselnej osi;

(i) Pociatkom O vedieme dalsiu priamku p, (y-ovi os) kolmu na z-ovi
0s;

(iii) Cubovolny bod P roviny stotoZnime s dvojicou realnych ¢isiel P =
[zp;yp|, kde zp(yp) oznacuji x-ovi os(y-ova os) suradnicu bodu P (pozri

Obr. 1a).

Vzdialenost dvoch bodov roviny. Uvazujme teraz dva body roviny P =
[zp;yp] a Q = [vg;yg]. Ich vzdialenost d(P,Q) sa definuje ako dizka pre-
pony pravouhlého trojuholnika PQR, R = [zq;yp] (pozri Obr. 1b). Podla
Pythagorovej vety

A(P,Q) = \/(zr — ) + (yr — yq)? (1)

Euklidovska rovina E? je priestor dvojic realnych &isiel R? opatreny pojmom

vzdialenosti (1).

Polarne suradnice definujeme takto:



(i) Okolo pociatku 0 = [0;0] nakreslime jednotkovii kruznicu a na nej
vyznafime uhol ¢ € (—m, +7], tak ako je naznacené na Obr. 2a: bodu [1; 0]
je priradeny uhol ¢ = 0, bodom [0;+1] a [0; —1] ubly ¢ = +7/2 resp. ¢ =
—m/2, bodu [—1;0] priradime uhol ¢ = +7 (mohli by sme priradit aj uhol
¢ = —m, je dobré sa jednoznac¢ne rozhodnut).

(il) Kazdy bod P = [z;y] # 0 roviny parametrizujeme jeho poldrnymi
suradnicams: vzdialenostou od pociatku r = \/9527—1—312 a uhlom ¢ zadanym
pomocou rovnic

T = Trcosp,y = rsing. (2)

Pozndmka: Polarne stiradnice mdzeme vyjadrit pomocou kartézskych strad-
nic takto:
x

r = \r?+y*, ¢ = arccos— . (3)
r

Polérne stradnice st dobre definované okrem pociatku, v ktorom sice r = 0

ale uhol ¢ nie je definovany!

Definicia: Priamka p v E? je mnozina bodov X = [x;%], ktoré spliaju
rovnicu

p: axr + by + ¢ = 0, (4)

kde a, b a c st redlne ¢isla, pricom a? + b* > 0. Bez ujmy na vSeobecnosti,
budeme predpokladat, ze a > 0 (v opa¢nom pripade rovnicu (4) nasobime
¢islom —1).

Ak b = 0, rovnica ax + ¢ = 0 definuje priamku rovnobeznu s y-ovou
osou. Podobne, ak a = 0, rovnica by + ¢ = 0 definuje priamku rovnobeznu

S I-0vou 0Osou.



Smerovy uhol priamky. Smerovy uhol o priamky p (4) definujeme rovnicou

tga:—%,b%O. (5)

Uhol berieme z intervalu [0, 7), ak b = 0 kladieme o« = 7/2. Je to uhol, ktory
priamka p zviera s xz-ovou osou (pozri Obr. 2b).

Pozndmka. Ak b # 0 rovnicu (4) prepiseme ako funkciu

a c
= ——x — —.
Y bt b
potom
! a .
Yy = _E - thz,

v stlade s geometrickou interpretéciou derivacie ako smernice ku krivke v

danom bode.

Uhol dvoch priamok p a q s kladnymi smerovymi uhlami « resp. 3 sa

nazyva kladny uhol
¢ = |a — B z intervalu [0, 7).

Ak ¢ = 7/2, hovorime, Ze priamky si kolmé.

Pozndmka. Rovnicu (4) po vydeleni va? + b2 mozeme prepisat do tvaru

p: sinaxr — cosay + e = 0, (6)
kde
) a b c (7)
sinae = ———, cosa = ———, ¢ = ———.
,/a2+b2 ,/a2+b2 ‘/(I2+b2
Priamka prechddzajica bodom QQ = [zg;yg] s danym smerovym uhlom «

je dana rovnicou
p: sina(r—zg) — cosa(y—yg) = 0. (8)
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Porovnanim s rovnicou (6) dostaneme e = yg cosa — zg sina.

Parametricky tvar priamky. Priamku p prechadzajicu bodom Q = [z¢;yg]

mozno tiez zadat v parametrickom tvare ako mnozinu bodov

p: [bt + xg; —at + yg|, tje lubovolné reédlne ¢islo. 9)

Zavedené pojmy bodu a priamky v E? spliajiu Euklidove axiéomy rovinnej
geometrie:
(i) Dvomi réznymi bodmi Py = [zo;y0] @ P1 = [21;¥1] mozno viest prave

jednu priamku p, ktora je v parametrickom tvare zadana ako mnozina bodov
P(t) = [towo + (L —=t)z15tyo + (1 —t)wn] , t € R (10)

Ak 0 <t <1, tak mame tsecku s koncovymi bodmi Py = [xg;y] a P, =

(215 1]
ii) Bodom Q) = [x0o;yo]|, ktory nelezi na priamke
Q> 9Q

p: sinax — cosay + e = 0,
mozno viest prave jednu priamku pl rovnobezni s p, ktora je zadana rovnicou
pl: sina(z —x0) — cosa(y—yo) = 0. (11)

Priamky p a pl nemaji spoloény bod: keby takyto bod P’ = [z/;¢/]
existoval, tak pren by platilo

sinaz’ — cosay + e =0,

sina (¢’ —xg) — cosa(y —yg) = 0.

10



Od¢itanim oboch rovnic dostaneme
sinaxrg — cosayg + e = 0,

¢o je ekvivalentné tomu, ze bod ) = [z¢; yg| lezi na priamke p - spor s nasim

vychodzim predpokladom.

Vzdialenost bodu od priamky. Bodom (), ktory nelezi na priamke p mozno

viest prave jednu priamku p kolmi na p zadani rovnicou

pt b(x —xg) — aly—yg) = 0. (12)

Priese¢nik P, = [z,;y.] priamok p a p' je uréeny rovnicami
pt i cosa(zr —xg) + sina(y—yg) = 0,

p: sina(x—xzg) — cosa(y—yg) + d= 0,

kde d = e + sinazg — cosayg. Jednoduchy vypocet da
T, = xg — sinad, y. = yg + cosad .

Vzdialenost bodu ) od priamky p definujeme ako vzdialenost bodov @) a P,:

AQ,P) = \J(rg —2.)2 + (o — v.)?

= |d| = le + sinazg — cosayg| - (13)
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Jednoduché krivky v rovine.

FElipsa v rovine (v $tandardnom tvare) je dand ako mnozina bodov P =

[z;y], ktoré splhaju rovnicu (pozri Obr. 3a):

T Y
¥+ﬁ:1,a2:b2+62. (14)
¢islo e = —Vaza_bz sa nazyva excentricita elipsy; ak e = 0, elipsa sa redukuje
na kruznicu. Body F) = [—e;0] a Fy, = [+e¢; 0] sa nazyvaju ohniskd elipsy.

Veta: Elipsa (14) je mnoZina tijch bodov roviny, ktoré maji od ohnisk
konstantny sucet vzdialenosti rovny 2a.

Dékaz: Sucet vzdialenosti bodu P = [x;y] elipsy od jej ohnisk je rovny
(pozri Obr. 3a):

(e+x)24+y?2+ V(e—x)?2+y?> = 2a.

Umocnenim tohto vztahu, po jednoduchej tprave, prideme k rovnici

20 — (> + 22 +9?) = /(e2+ 22 +y?)? — 4e2a?.
Daldfm umocnenim obdr#ime rovnicu

@t — a2? = oy + (aQ—ez)xQ,

ktora uz je ekvivalentna defini¢nej rovnici (14).

Hyperbola v rovine (v $tandardnom tvare) je dana ako mnoZina bodov
P = [z;y], ktoré spliaju rovnicu (pozri Obr. 3b):

2 2
%—%:1,62:a2+b2. (15)
a

12



[ 2 2
Cislo e = “TH’

sa nazyva excentricita hyperboly. Body F; = [—e;0] a
Fy = [+e;0] st jej ohniskd.
Hyperbola mé dve asymptoty (t.j. priamky) dané rovnicou

b
y+ -z = 0.
a

Veta: Hyperbola (15) je mnoZina tgch bodov roviny, ktoré magi od ohnisk
konstantny rozdiel vzdialenosti rovny 2a.

Doékaz je obdobny ako v pripade elipsy. Rozdiel vzdialenosti bodu P =
[x; y] hyperboly od jej ohnisk je rovny (pozri Obr. 3b):

VEr 7 - e P = 2

Umocnenim tohto vztahu, po jednoduchej uprave, prideme k rovnici

(* 4+ 2%+ y*) — 2a®> = /(€2 + 22 + y?)? — 4e222.
Dal$fm umocnenim obdr#ime rovnicu
at — a*e? = a*y® + (a* — e?)a?,

ckvivalentnu defini¢nej rovnici (15).

Parabola v rovine (v Standardnom tvare) je dand ako mnoZina bodov
P = [z;y], ktoré spliiaju rovnicu (pozri Obr. 3c):

v = 2px, p>0. (16)

Bod V' = [0; 0] sa nazyva vrchol paraboly, bod F' = [0;p/2] je jej ohnisko.

Veta: Parabola (16) je mnoZina tych bodov roviny, ktoré maji od jej

ohniska I' = [£;0] a od riadiacej priamky x + £ = 0 rovnaki vzdialenost.
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Dékaz: Vzdialenost bodu P = [x;y] od riadiacej priamky resp. od ohniska

je rovna (pozri Obr. 3c):

p p
+ = resp. — )+
T+ resp. 4 /(z—5)?+y
Po umocneni rovnice
p p
45 o= (v —35)r+y?
5 (=50 +y

dostaneme hned defini¢nt rovnicu (16).

Vektory v rovine

Uvazujme priestor Vy vektorov (orientovanych useciek - "sipiek") x, smeru-
jucich z po¢iatku 0 do bodu X = [z;; 23] (zlozky bodu X budeme systema-
ticky znacit ako z1, x5 miesto z a y). Kazdému vektoru ("sipke") priradime

2-zlozkovy stlpec
L1
X = . (17)
L2
¢isla z1 a x9 nazveme zlozkami vektora x; vektor s nulovymi komponentami,

odpovedajuci pociatku budeme znacit ako 0.

Sucet dvoch vektorov

I Y1
X = N y =
T2 Y2
definujeme ako vektor
T+ U
X+y = (18)
Ty + Y2
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Sc¢itanie vektorov ma nazorny geometricky vyznam: x + y je vektor odpoveda-

juci prepone rovnobeznika so stranami x a y.

Ndsobenie vektora x c¢islom a € R sa definuje ako vektor ax so zlozkami

axry aarg:

a Ty
ax = . (19)

a2

Definicia vektorového priestoru

Mnozina V je redlny vektorovy (linearny) priestor, ktorého prvky nazy-
vame vektory, ak pre sicet vektorov a ich nasobenie realnymi ¢islami platia
nasledovné axiomy:

ak x,y € V a a,b € R, potomaj ax+0by €V,

vo V existuje taky vektor 0, Ze pre kazdy vektor x € V plati x+ 0 = x,

pre kazdy vektor x existuje taky (inverzny) vektor -x, ze x + (-x) = O,
X+y=y+x,

x+(y+z)=(x+y) +vy,

lx = x, 0x = 0,

a(x +y) = ay + by. (20)

Pozndmka: Lahko sa moZno presvedcit, Ze priestor Vo (vektorov - $ipiek

v Ey) s linearnou kombinéciou definovanou v (18) a (19), je v zmysle tejto
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definicie vektorovy priestor. Na druhej strane, vektormi v zmysle prvkov
vektorového priestoru mozu byt aj iné objekty ako iba vektory - Sipky. Napr.
polynémy alebo n-tice ¢isiel s vhodne zadefinovanymi pravidlami s¢itania a
nasobenia realnymi ¢islami tiez tvoria vektorovy priestor, a teda v zmysle
definicie vektorového priestoru su tiez vektormi. balej, linedrne priestory
mozu byt definované nielen pomocou realnych ¢isiel, ale tiez napr. pouzitim
racionalnych, alebo komplexnych ¢&isiel. Potom ich nazyvame racionalny, resp.

komplexny vektorovy priestor.

Skaldrny sucin dvoch vektorov

1 r COS Y1 p cos 3
X = = _ Y = '
T r sin Yo p sin 8

je realne ¢islo x.y definované takto:

Xy = ZT1Yr + T2z
= rp(cosa cosf + sina sinf) = rp cos(aw — f3). (21)
Tento vztah mézme prepisat takto:
xy = [x[[y] cose, (22)

kde ¢ = |a — (]| je uhol medzi "Sipkami" odpovedajtucimi vektorom x a y,
kym |x| a |y| oznacuju dizku vektorovx a'y.

Ak x.y = 0, hovorime, Ze vektory x a y st ortogonélne.

Vlastnosti skaldrneho sicinu. Jednoducho sa mozno presvedcit, ze skalarny

sucin mé nasledujice vlastnosti:

xx >0,a xx = 0lenak x = 0,
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Xy = y.X,
(ax).y = a(xy),

(x+y)z = xz + yz. (23)

DIZku vektora (tiez norma vektora) x je definovana vzfahom
x| = VxXx. (24)
V kartézskych a polarnych suradniciach pre dizku vektora x dostavame

x| =1/22 + 2i=r.

Ak |x| = 1, vektor sa nazyva normovany (na jednotku).

Norma vektora splia nasledujiice axiomy:
x| >0, a |x| = Olenak x = 0,

jax| = a][x],

|x +y| < |x| + |y| — trojuholnikova nerovnost . (25)

Zapis priamky pomocou vektorov. Pretoze konce vektorov - "sipiek" od-
povedaju bodom v rovine, mézeme priamky vyjadrovat pomocou vektorov:

(i) Parametricky zapis priamky p so smerovym uhlom «, prechadzajucej

bodom xg:
p: x =nt + X,t € R, (26)
kde
COoS (v
n = ,
sin «

17



je vektor jednotkovej dlzky v smere priamky. Rovnicu (26) mozeme prepisat
do tvaru

p: x = at’ + x¢,t € R, (27)

kde sme zaviedli vektor a = an a novy parameter t’, pre ktory plati: t = at’,
a > 0.
(ii) Priamku p so smerovym uhlom « a prechadzajucu bodom x¢ mozno

zapisat rovnicou

X €Ep & m(x —x) = 0, (28)
kde
sin «
m =
— cos

je vektor jednotkovej dizky kolmy na priamku p. Po vynésobeni ¢islom b > 0

rovnicu (28) mozeme prepisat do vSeobecnejsieho tvaru

x€Ep & bx +c¢ =0, (29)
kdeb = bm a c = — bm.x,.
Linedrna zdavislost systému vektorov. Systém vektorov xi, Xo, ..., X, nazveme

line4drne zavislym, ak existuje také riesenie rovnice

@mxXy + aXe + ... + apx, = 0, (30)

7e niektoré z ¢isiel ay, as, . .., a, st nenulové, t.j. plati a? + a3 +... +a? > 0.
Ak rovnica (30) ma len trividlne rieSenie a3 = ay = ... = a, = 0,
hovorime, ze vektory x;, Xs, ..., X, st linedrne nezavislé. Linearna zavislost

systému vektorov sved¢i o tom, Ze niektoré vektory systému mozno vyjadrit

prostrednictvom inych vektorov.
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Ortonormdlna baza v priestore Va. V priestore Vy st Tubovolné tri vek-
tory a, b, c linearne zavislé. Existuju ale dvojice vektorov, ktoré st linearne

nezéavislé. Ako priklad linedrne nezavislej dvojice, moézu sluzit vektory

1 0
€ = , €2 =
0 1
Skutocne, rovnica
aq 0
a1€e; + asey = = =0
a9 0

ma len trividlne rieSenie a; = ay = 0.
Lubovolny vektor x € V5 moZno vyjadrit ako linearnu kombinaciu vek-

torov e; a es:

X = = I + 29 = T1€1 + T2€9.
) 0 1

Hovorime, Ze vektory {e; e} tvoria bdzu vektorového priestoru Vy. Pre tuto
béazu plati:

el =e =1, ej.e; = 0. (31)

Takato baza sa nazyva ortonormaélna: vSetky bazové vektory sii normované

na 1 a rézne bazové vektory st navzajom ortogonalne. Zrejme plati
T = X.e, Ty = X.ey. (32)

Ortonormalna béza, t.j. baza, ktora splia (31), nie je uréena jednoznacne.

Lahko sa mozno presvedcit, Ze aj vektory
e, = cospe; + sinpesy,
e, = —sinpe; + cospey, (33)
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tvoria ortonormélnu bazu.

Linearne zobrazenie a matice

Zobrazenie vektorov

I /

/ Ty
x = X = (34)
To xh
tvaru
/
€T — All xr, + A12$2 = Ty,
Ty = Agymy + Axpxe = 24, (35)

nazveme linedrnym zobrazenim vo V5 zadanym pomocou 2 x 2 realnej matice
(2 x 2 tabulky reéalnych cisiel):
, Aij e R. (36)

Rovnicu (35) vyjadrujeme v maticovom zépise takto:

A A T

Apnxy + A X
= @

Ay A T2 Anzy + Agpay T
Lava strana tohto délezitého vztahu definuje nasobenie 2 x 2 matice A a

2-zlozkového vektora (stlpca) x. Rovnicu (37) struéne zapisujeme takto:

Ax = x'.

(38)

Po6sobme teraz maticou na jednotlivé vektory Standardnej bazy:

All
A21

Ael

= Ane + Ay ey,
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A
Aeg = = Algel +A22€2.
Agy
Ak skalarne vynasobime tieto vektory bazovymi vektormi, prideme k délezitému

vyjadreniu Iubovolného prvku matice A:
Aij = ei.(Aej)a Z,j = ].,2 (39)

Tento zapis znamena, ze formula pre A;; plati pre vSetky mozné kombinacie

indexove = 1,2aj = 1,2.

Algebra matic. Mnozina 2 x 2 matic je algebra, lebo st v nej definované
dve operacie:

(i) Linedrna kombindcia a A + b B matic

AH, Alg B Bll) B12
A21a A22 BQla BZZ

ktora je definovana ako matica s prvkami a A;; + b B;;:

aAy; +bByy, aAn +bB
aA+bB _ 11 11 12 12 ' (41>
CLAQl —+ bBQl, GAQQ + bBQQ

Vzhladom k takto zavedenej linedrnej kombinacii matice tvoria vektorovy

(linearny) priestor, v ktorom tlohu poéciatku hra nulovd matica
0 = : (42)
(ii) Sucin A B matice A s maticou B je definovany ako matica
Ay By + A Bor, A Bia + Az Bo

AB = L (43
A21 Bll + A22 BZl ) A21 B12 + A22 BQZ

21



Poznamenajme, Ze maticovy sucin je asociativny:

A(BC) = (AB)C = ABC.

Transponovand matica A k matici A je matica

(44)

v ktorej riadky a stlpce st navzajom vymenené. Inverzna matica A* ma prvky

Aj; = Ay, t.j. A® dostaneme z matice A otocenim okolo hlavnej diagonaly

(Alb A22>-

Pre transpoziciu stuc¢inu matic mame:
(AB)" = B'A".
Pre skalarny stcin plati nasledujica identita:
x.(Ay) = (A'x).y.
Dokézat sa da jednoducho priamym dosadenim:

x.(Ay) = 21 (Aiyn + Apya) + 22 (A yr + Asoye)

= (r1 A1 + 22 A0) 1 + (21 A + 22 Aw)ye = (AtX)~y-

Specidlne pre symetrickd maticu méame,

x.(Ay) = (Ax).y.

Jednotkovd matica (s 1-mi na diagonale a 0-mi mimo nej)

(48)



hré dlohu "jednotky" pri maticovom sucine: [ A = Al = A.
Inverznd matica a determinant matice. Hovorime, Ze matica A je requldr-

na (invertibilnd), ak k nej existuje inverznd matica A=, pre ktort plati:
AAT = ATPA = 1. (49)
Pokial matice A a B su invertibilné, ich sté¢in je invertibilny a plati:

(AB)™' = BtA!.

Determinant matice je redlne ¢islo priradené matici A predpisom

A, A
detA = = A Ay — A Ay (50)

Agy, A
Druhy zéapis tvaru |A;;| sa pouziva vtedy, ked potrebujeme explicitne zdoraznit
hodnoty maticovych prvkov.
Determinant ma nasledujtce vlastnosti:
(i) Determinant transponovanej matice A’ je rovny determinantu matice
A:
det A" = det A. (51)

(ii) Determinat zmeni znamienko, ak vymenime oba riadky (stIpce).

(iii) Determinat sa nezmeni, ak k niektorému riadku (stIpcu) pripocitame
nasobok druhého riadku (stlpca).

Doékaz tychto vlastnosti plynie priamo z formuly (50)

(iv) Determinant st¢inu dvoch matic sa rovna sucinu ich determinantov:
det (AB) = det Adet B. (52)
Dékaz: 7 definicii st¢inu matic a determinantu dostaneme:
det (AB) = (A B + Aiz Bar) (A2 Biz + Az Ba)
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— (A1 Bia + Az By) (A1 Biy + Asg Byy)
= (All A22 — Alg Agl) (Bll B22 — B12 Bgl) = det Adet B.

(v) Matica A je invertibilna prave vtedy, ked det A # 0. Inverzna matica

je dana formulou:

1 Agp,  —Ap

AT =
det A _A21 ) All

(53)

Dékaz: Skuto¢ne, z formul (43) a (53) mame:

AA_I _ 1 All A22 - Al? A21 ) All A12 - A12 All -7
det A A21 A22 - A22 A21; A21 A12 - A22 All

Formula A~! A = I sa dokiZe analogicky.

Stustavy linearnych rovnic

V tejto casti budeme sa zaujimat o rieSenie stuistavy dvoch linearnych
algebraickych rovnic

Apnr + Az = by,

Agl T + AQQ To = bg, (54)
pre nezname x, To. Cisla by, by sa nazyvaji pravou stranou sustavy rovnic.
Ak je prava strana nulova, hovorime o homogénnej stustave rovnic; ak je
nenulova, ststava sa nazyva nehomogénna.

Vo vektorovom (maticovom) zapise sustavu (54) mozme zapisat ako vek-

torov( rovnicu:

Ax = b. (55)

Riesenie sustavy pomocou determinantov.
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(i) Ak D = det A # 0 ststava ma prdve jedno rieSenie dané formulami:

Dy _ Dy
Ty = D , Lo = Da
b, A Ay, b
Dl _ 1 12 ’ D2 _ 11 1 ‘ (56)
bg s AQQ AQl ) b2

Teda Dy a D, st determinanty matic, ktoré sa dostana tak, ze v matici A
nahradime 1. resp. 2. stlpec zlozkami vektora b na pravej strane rovnice.
Dékaz: Vynasobme rovnicu (55) maticou A~!: x = A~ b. Ak pouZijeme
vzorec (53) a vycislime A~ b, hned dostaneme hladané rieSenie (56).
(i) Pripad D = 0 a D; = Dy = 0 diskutujeme nizsie.

(iii) Ak D = 0 a niektoré z D; # 0, ststava nemd rieSenie.

Riesenie sustavy pomocou rozsirenej matice.

Sustavu linearnych algebraickych rovnic (54) zapiSeme ako 2 X 3 rozsirent
maticu (tabulku ¢isiel):
(Alb) = Au A b (57)
Agr A | by
Nejedna sa o ni¢ iné, ako o maximalne usporny zapis stustavy (54). Neznéame
r1 a T explicitne nevypisujeme, vieme ale Ze:
e 11 resp. Ty nasobia 1. resp 2. stlpec, potom
e oba stlpce s¢itame

e a sicty jednotlivych riadkov sa rovnaji prislusnym ¢lenom v tretom

stipci.

Veta: Ststava linedrnych algebraickych rovnic popisanych rozsirenou mati-

cou (A|b) ma riesenie prave vtedy, ked pocet linearne nezavislych riadkov
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matice stustavy A sa rovné poctu linearne nezavislych riadkov rozsirenej mat-

ice (A|b).

Komentar:

(i) Ak oba riadky A aj (A|b) st linearne nezavislé, tak D = det A # 0
a existuje jednoznacné riesenie ststavy dané (56).

(ii)) Ak (A|b) ma len jeden linedrne nezavisly riadok (a druhy je jeho
nasobkom), potom sa ststava redukuje na jednu nezavisla rovnicu (povedzme,
dant j-tym riadkom)

Ajl r, + AjQZL‘Q = bj. (58)

Tento vztah reprezentuje rovnicu urcitej priamky p. RieSeni je nekonecne
vela: kazdy bod na p riesi sustavu. V tomto pripade D = 0a D; = Dy = 0.

(iii) Ak rozsirena matica (A|b) mé dva linearne nezavislé riadky, kym A
len jeden, potom siistava nema rieSenie. V tomto pripade D = 0 a aspon

jeden z determinantov D; a Ds je roézny od nuly.

Priklad 1. Rieste stistavu rovnic

1 — X9 = —1 +1, —]_| —1
&
211 + 319 = +1 +2, +3| +1

Riesenie: Na pravej strane mame stustavu zapisanii pomocou rozsirenej
matice. Aby sme eliminovali premennt x; v druhej rovnici, od¢itajme dvo-
jnasobok prvej rovnice od druhej. Na trovni rozsirenej matice pod diagonalou

sa objavi nula:

+1, —1| -1 +1, =1 -1 T — Ty = —1
~ <~
+2, +3| +1 0, +5| +3 519 = +3
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" oznacuje, Ze obe rozsirené matice odpovedaji ekvivalentnym

(symbol "~
ststavam rovnic). Teraz moZme z druhej rovnice priamo vyjadrit xs a po

dosadeni do prvej rovnice aj z;:

8
[\o}

|

|
8
I
8
[N}

I
—_
I
ol w

I
—_
Il

I

|

Priklad 2. Uvazujme teraz dve modifikacie predchadzajiceho prikladu

zadané rozsirenymi maticami:

+1, 1| -1 +1, —-1| -1
(a) , ()
-2, +2| +2 -2, 42| +7
Riesenie: Postupujme rovnako ako predtym a odc¢itajme dvojnasobok

prvého riadku od druhého. Dostaneme,

+1, —1| -1 ry — xg = —1
(a) < ,

0, 0| O 0=20

+1, 1| -1 r1 — 1y = —1
(b) | s 7 .

0, 0] +5 0 = 45

(a) Rozsirena matica (A |b) ma dva linedrne zavislé riadky, takze vhod-
nym od¢itanim vynulujeme druhy riadok: prvému riadku odpoveda rovnica
priamky, kym druhy riadok predstavuje identitu 0 = 0. Stustava méa nekone-
¢ne vela rieSeni - riesia ju v8etky body priamky.

(b) Rozsirena matica (A | b) ma dva linearne nezavislé riadky, kym matica
A maé linearne zévislé riadky: prvému riadku odpoveda netrividlna rovnica,
kym druhy riadok predstavuje neplatny vztah 0 = +5. Ststava nema rieSe-

nie.

Grupa regularnych matic
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Maticu A zobrazenia x — Ax nazveme requldrnou, ak jej determinant
je nenulovy: det A # 0.

Regulérne zobrazenia zobrazuju priestor Vs, jednoznacne na seba:

e ak x; # X, potom Ax; # Axy, a naviac,

e pre kazdé x' € V, existuje také x, Ze plati: X’ = Ax,

e regularne zobrazenia x — Bx a X' — AxX mozeme skladat: zlozené

zobrazenie je regularne a odpoveda mu suéin matic: A (Bx) = (A B) x.

V mnozine regularnych matic G moézeme definovat operaciu - maticovy

sucin:
A, BeG — AB € g,

ktory ma nasledujtce vlastnosti:

(i) Asociativnost. Pre Tubovolnu trojicu A(BC) z G plati: A(BC) =
(AB)C;

(ii) Ewistencia jednotkového prvku I. Pre Tubovolny prvok A z G plati:
Al = TA = A

(iii) Ezistencia inverzného prvku. Ku kazdému prvku A z G existuje A1,

pre ktory plati: AA™! = A1 A = I

Definicia grupy a podgrupy. Mnozina G je grupa ak je v nej definovany
stcin s s vlastnostami (i) - (iii). PodmnoZina G’ C G je podgrupa grupy G

ak grupovvy suéin zizeny na G’ méa vlastnosti (i) - (iii).

Poznamka 1. Mnozina reguldrnych matic s nenulovym determinantom
je grupa vzhladom k maticovému sacinu, ktora sa zvykne oznacovat ako

G = GL(2,R): jednotkova matica odpoveda jednotkovému prvku grupy a
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inverzna matica odpoveda inverznému prvku. Je to désledkom toho, ze
detA #0 a detB # 0 < det(AB) = det Adet B # 0.

Pozndmka 2. Jej podmozina matic s jednotkovym determinantom je grupa,
ktora sa zvykne oznacovat ako G’ = SL(2,R). Je dosledkom toho, Ze vztah
det (AB) = det Adet B je konzistentny s podmienkou det A = 1.

Pozndamka 3. Matica A sa nazyva ortogonalna, ak pre jej transponovanii
maticu A’ plati: A’ A = I. MnoZina ortogonalnych matic tvori grupu H,
ktora sa zvykne oznacovat ako O(2,R) alebo jednoducho O(2). Jedna o
grupu, ¢o plynie z toho ze A' A = I a B' B = I implikuje

(AB)'(AB) = B'A'"AB = B'(A'A)B = B'B = I .

Pozndmka 4. Zo vztahu A* A = I vyplyva det A'det A = (det A)*> = 1.
Preto, det A = =1. Lahko sa moZno presvedcit, Ze ortogonalne matice
s det A = +1, tvoria podgrupu H' = SO(2) grupy H = O(2), ktora
sa nazyva sa grupou vlastnych rotacii roviny. Kazda matica A € SO(2)

odpovedé rotacii roviny o nejaky uhol a:

cosa, sina

A:

—sina, cosa

Pozndmka 5. Matice z grupy rotacii s determinantom rovnym —1 netvoria
podgrupu: stc¢in dvoch takychto matic je matica s determinantom +1. Kazda
ortogonalna matica A’ s determinantom rovnym —1 ale moze byt zapisana

ako suéin matice

odpovedajicej priestorovej reflexii (odrazu v zrkadle umiestnenom v 1. sarad-

nicovej osi v rovine) a vlastnej rotacie A: A’ = E' A, kde det A = +1.
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Pozndmka 6. Grupa SO(2) je podgrupou ako grupy SL(2,R), tak aj
grupy O(2). Naviac plati: SO(2) = SL(2,R) ) O(2).

Vseobecné bazy vo vektorovom priestore

Uvazujme linearne zobrazenie x — Ax generované regularnou maticou

1 0
e = , €2 = )
0 1
obdrzime dvojicu vektorov
£, — Ae, — A, A 1 _ An 7
Agr, A 0 Ag
A, A 0 A
£, — Ao, — 11 12 _ 12
Ao, Ax 1 Agg

Dvojica vektorov f; a fy predstavuje vSeobecnt (neortonormalnu) bazu
vo vektorovom priestore, t.j. kazdy vektor x mozno vyjadrit ako linearnu

kombinéaciu vektorov f; a fs:

l.]' / /
X = r1€1 + Toey = = 2ifi + 7256
T2
, Ap , Al Ap ) + A
= ‘CC]. —|— :[,'2 =
/ /
Ay A Ay ) + Aoy 1
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Vidime, ze koeficienty rozvoja x| a zi, vektora v neortonormalnej béze su
urcené rovnicami
/ /
Anxy + Apry, = 21,
/ /
A21 X + AQQ.TQ = X2.
Vdaka tomu, 7e A je regularna matica, tato sistava ma jednoznacné rieSenie

pri Tubovolnom z; a xs.

Diagonalizicia symetrickej matice

Vektor x sa nazyva normovanym vlastnym vektorom matice A k vlastnej

hodnote A, ak existuje redine ¢islo \ tak, Ze je splnena rovnica
Ax = Ax & (A-)XD)x =0, |x| =1. (59)

Jedné sa o homogénnu sustavu linedrnych algebraickych rovnic pre zlozky
vektora x. Aby tato sustavu rovnic mala nenulové rieSenie, determinant sts-

tavy sa musi rovnat nule:
det(A — A1) = 0.
Tento vztah je kvadratickid rovnica pre neznamu A. Takéito rovnica ale

nemusi mat pozadované realne rieSenie. V dalSsom sa preto obmedzime na

symetrické matice, ktoré ako uvidime, maji realne vlastné hodnoty.

Vlastné vektory a hodnoty symetrickej matice

Lubovolna symetricka maticu A méZzeme (vhodne) parametrizovat takto:
a + rcosa , r sin o

A:

rsina a — r cosa
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Podmienka na vlastnt hodnotu nadobuda tvar

a— N+ rcosa, r sin o
det(A—M\I) = _ (CL—)\)Q—TQ.

r sin « ,a — A — T Ccos«

Vlastné hodnoty matice A teda sti: A = a + r. M6ézu nastat dva pripady:
(i) Ak r = 0, potom A = al. Vietky vektory su vlastné vektory k
hodnote A = a: Ax = ax. Moézeme vybrat napriklad standardnt bazu ako

ortonormalny systém dvoch vlastnych vektorov:

(ii) Ak r # 0, tak vlastné vektory su rieSenim rovnice

a+ rcosa, 7 sin o Ty Ty
= (a £7) ,

rsina a — r cosa T Ty

ktora sa redukuje na stistavu dvoch homogénnych algebraickych rovnic:
cosaxy+ sinaxry = +aq,

sinwexy — cosaxy = +xs.

Obe rovnice nie st nezavislé (vynasobte prvii rovnicu s cos «, druht so sin «

a s¢itajte). Rovnice so znamienkom "+" resp. "—" maji normované riesenie:
Cos 5 sin 5
X, = , Tesp. Xp =
o o
sin § cos 5

Pozndmka: Tiahko sa mozno presved¢it, Ze oba vlastné vektory x; a X, st
normované a navzajom ortogonélne: |x;| = |x2| = 1 ax;.x2 = 0. Nie je

to nahoda, lebo plati
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Veta: Viastné vektory symetrickej matice k roznym vlastnygm hodnotdm
st navzdajom ortogondlne.

Dokaz: Rovnice
Ax; = M Xy resp. AxXy = AyXo,
vynasobme X, resp. X;. Dostaneme rovnice
x9.(Ax1) = A Xo.X; resp. X1.(AX2) = AXy.Xa.
Odcitanim oboch tychto rovnic obdrzime vztah:
(M — ) x1.x2 = 0,

kde sme vyuzili to, ze pre symetricki maticu plati x2.(Ax1) = x;.(AX3).

Pretoze, podla predpokladu \; # )y, tak musi byt x;.x5 = 0.

V ortonormalnej baze svojich vlastnych vektorov

T11 T12
X1 , X2 9

T21 T22

kazda symetricka matica A je diagondalna s vlastnymi hodnotami na di-

agonéale. Skuto¢ne, pre maticové prvky A v béaze vlastnych vektorov plati
Ny = x.(4A%5) = A\jx;.x;j.
Ak vyuzijeme ortonormalitu bazy {x; x2}, hned dostaneme:
Ag = Ay =0,

All = >\17 A22 = >\2-
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Prislusnti diagonalnu maticu A dostaneme tiez tak, ze maticu A vynasobime
sprava maticou X s prvkami z;; (ktoré odpovedaju zlozkam vlastnych vek-

torov {x; , Xz} zavedenych vyssie) a zlava transponovanou maticou X*. Teda
X'AX = A, resp. AX = XA (60)

Posledny vztah je plynie z ortogonality X* X = X X' = [ matice X. Tieto

rovnice detailne vyzeraju takto:

T11, T21 A, A T11, T12 A, O
- 9
Ti2 , X22 Ag ) Asg To1 , X22 0, X
resp.
Ay, A T11, Ti2 T11, Ti2 A, O
Ao, Ag To1 , T22 To1 , T22 0, X

Stlpce poslednej maticovej rovnice odpovedajt jednotlivym rovniciam na

vlastné hodnoty: Ax; = A\ x; a Axy = Ay Xo.

Komplexné cisla.

Teleso komplexnych ¢isiel C mozeme zaviest ako mnozinu redlnych matic

Specialneho tvaru:
X = =axl + 7' F.

Ich linearna kombinécia je opat matica tohto tvaru.

Matice
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splhaju vztahy:
I?=1,IE=FEI=FE,E*= —1I.

Linearna kombinacia dvoch komplexnych cisiel X = [ + 2/ E a Y =

y 1 + y E je opat matica tohto tvaru:
X+Y = (@+yl + @ +y)E.
Pre ich sucin Tahko dostaneme:
XY = (zy —2'y)I + (zy + 2'y) E.

¢islo X = X' = I — 2’ E sa nazyva komplexne zdruZené k &islu

X = z1 + 2’ E. Nezaporné &slo | X| = VX X = Va2 + 22 X sa nazyva

absolitnou hodnotou komplexného ¢isla X.
Kvoli skrateniu zapisu (a aj z historickych dévodov) symbol I sa nahradzu-
je "1"(a zvacsa sa vynechava) a symbol F sa nahradza imaginarnou jednotkou

"i" ktoré pri nasobeni sa spravaju rovnako ako I a E:
?=1,1i=11=1i, i =-1.

Piseme, X = z + iz’. Jeho sacin s komplexnym ¢islom Y = y + iy’ sa
zapise takto:

XY = (zy —2'y) + i(zy + 2'y) .

Ak X = cosa + isina = el® (kde « je realny parameter), tak | X| = 1.
Kazdé komplexné ¢islo X = x + iz’ je jednoznacne zadané dvojicou
realnych ¢isiel x a 2/, ktoré mozeme znéazornit ako bod [z; 2] redlnej roviny
R? resp. ako vektor x v rovine smerujici z pociatku do koncového bodu
[z; 2']. Znalenie je také, ze
1) |X] = |x| (nalavo je absolutna hodnota komplexného ¢isla a napravo

vystupuje dlzka vektora),
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2) vynasobeniu redlnym ¢islom a : X — a X odpoveda nasobenie vek-
tora ¢islom a : x — aXx,
3) vynasobeniu komplexnym &islom e!® : X — ' X odpoveda rotacia

roviny R? o uhol a:

T cosa, sina T

T —sina, cosa x
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2 Linearna algebra a geometria v priestore

Stradnice v priestore

Najprv zavedieme pravouhlé (kartézske) suradnice v Euklidovskom priesto-
re:

(i) Zvolime v priestore rovinu a v nej poéiatok 0, ktorym vedieme dve
priamky: x-ovii os a na nu kolmu y-ova os; pociatku 0 odpoveda bod z =0
na x-ovej Ciselnej osi a bod y = 0 na y-ovej ¢iselnej osi.

(ii) Pociatkom 0 vedieme dalsiu priamku z-ovi os kolmi na z-ovi aj
y-ovi os; pociatku odpoveda bod z = 0 na z-ovej ¢iselnej osi.

(iii) Cubovolny bod P priestoru stotoznime s trojicou realnych ¢isiel P =
[xp;yp; zp], kde xp, yp a zp oznauju po rade z-ovi, y-ovi a z-ovi stradnicu

bodu P na prislusnej osi.

Vzdialenost dvoch bodov v priestore. Uvazujme teraz dva body v priestore
P = [zp;yp;zp] & Q = [10;yq; 2¢]|- Ich vzdialenost d(P,Q) sa definuje
ako dlzka prepony pravouhlého trojuholnika PQR, R = [1¢;yq; zp|. Podla
Pythagorovej vety

A(P,Q) = \/(zp —20)* + (yp —vaP + (zp— ). (61)
Euklidovsky priestor E? je mnoZina trojic realnych ¢isiel R? opatrena poj-

mom vzdialenosti (61).

Sférické suradnice definujeme takto:
(i) Okolo pociatku 0 = [0; 0; 0] nakreslime jednotkovu sféru: jej bod N =

[0; 0; +1] nazveme severnym polom a bod S = [0;0; —1] nazveme juznym
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polom. Bodom na rovniku priradime polarny uhol ¢ € (—mu, 47| v (xy)-ovej
rovine. Body na rovniku maju staradnice: [cos @;sin ¢; 0].

(ii) VSeobecnému bodu sféry priradujeme okrem polarneho uhla aj az-
imutalny uhol 6 € [0, 7] (uhol medzi bodom a severnym poélom). Lubovolny
bod na sfére je potom dany ako: [cos ¢ sin #;sin ¢ sin 6; cos 6].

(iii) Kazdy bod P = [z;y; 2] # 0 priestoru parametrizujeme jeho sférick-
ymi uhlami (polarnym uhlom ¢ a azimutalnym uhlom @) a vzdialenostou od

pociatku r = /a2 + y? + 2%
x = rcospsing , y = rsinpsinf, z = r cosf . (62)

Sférické suradnice st dobre definované okrem pociatku, v ktorom sice r = 0

ale sférické uhly ¢ a 6 nie st definované!

Vektory v priestore

Pri vySetrovani dolezitych linedrnych objektov v trojrozmernom priestore
(bodov, priamok a rovin) a ich vzajomnnej polohy je vyhodné vyuzivat for-
malizmus trojrozmernych vektorov. Preto tento formalizmus uvedieme ako
prvy.

Priestor V3 trojrozmernych vektorov definujeme ako priestor oriento-
vanych tseciek - "Sipiek") x smerujucich z poc¢iatku 0 = [0;0;0] do bodu
X = [x1;29; 23] (zlozky bodu X budeme opét systematicky znacit ako xq,

Ty, T3 miesto z, y a z. Kazdému vektoru ("sipke") priradime 3-zlozkovy stlpec

T
X = To . (63)

T3
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Cisla x1, x5 a x3 nazveme zlozkami vektora x; vektor s nulovymi komponen-

tami, odpovedajuci poc¢iatku, budeme znacit ako 0.

Sucet dvoch vektorov

T Y1
X = T y Y = Y2
T3 Ys

Xty = To + Yo . (64)

Ndsobenie vektora x ¢islom a € R sa definuje ako vektor:

a Ty
ax = a Ty . (65)

axs

Lahko sa mozno presved¢it, ze priestor V3 (vektorov - Sipiek v Ej3) s
linedrnou kombinaciou definovanou v (64) a (65), je vektorovy priestor (v

zmysle definicie uvedenej v predchéadzajicej ¢asti).

Linedrna zdvislost systému vektorov sa definuje rovnako ako predtym:
Systém vektorov x;, Xs, ..., X, nazveme linedrne zavislym, ak existuje také

rieSenie rovnice
X, + asXe + ... + a,x, = 0, (66)
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7e niektoré z ¢isiel ay, as, ..., a, st nenulové: a? + a3 + ... + a2 > 0. Ak
tato rovnica ma len trividlne riesenie a; = ay = ... = a, = 0, hovorime,
ze vektory Xy, Xs, ..., X, s linedrne nezavislé.

Ortonormdlna bdza v priestore. Vo V3 Iubovolné styri vektory a, b, ¢ a

d st linedrne zavislé. Standardnd bdza v trojrozmernom priestore

1 0 0
e = 0 , €2 = 1 , €3 = 0 (67)
0 0 1

reprezentuje trojicu vektorov, ktoré su linearne nezavislé. Lubovolny vektor

x mozno vyjadrit ako linedrnu kombinéciu vektorov standardnej bazy:

T
X = T9 = T1€1 + T2€y + ZT3e3.

xs3

Skaldrny sucin dvoch vektorov

T1 U1
X = T y Y = Yo
T3 Ys

je realne ¢islo x.y definované ako:

3

XYy = T1Y1 + ToYs + T3Yz = szyz (68)
i=1

Je dobré si postupne zvykat na zépis suctov pomocou sam (je to zapis, ktory
je rovnako pracny vo vektorovych priestoroch Tubovolnej dimenzie).

Ak x.y = 0, hovorime, Ze vektory x a y si ortogonalne.
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Jednoducho sa mozno presvedcéit, ze (68) splha axiémy skalarneho sucinu

(23).

Dlzka vektora (norma vektora) x definovana vztahom

x| = Vxx = (/a3 + 23 + a3, (69)
tiez spliia obvyklé axiomy (24). Ak |x| = 1, vektor sa nazyva normovany
(na jednotku).

Vektory standardnej bazy e;, ¢ = 1,2,3 tvoria ortonormdlnu bdzu lebo
plati:

e’ = eje; = 1, i =1,2,3,

e,e; = 0, prei # j.

Tieto vztahy sa zvykni kompaktne zapisovat takto:
ei.ej = 51']' s
kde d;; je Kroneckerov symbol delta definovany ako

0y = 1, 5ij = 0, prei # j.

Pozndmka: Pre skalarny suc¢in dvoch vektorov plati formula, podla ktorej

je rovny sucinu dizok vektorov a kosinusu zovretého uhla:
xy = |x]||y| cosb. (70)

Tento vztah evidentne plati pripade vektora x v smere 3-tej osi a vektora y
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orientovaného v Tubovolnom smere danom sférickymi uhlami 6 a ¢:

0 cos  sin 6
x=1Ixl10],y =yl sin ¢ sin #

1 cosf

Staci dosadit zlozky oboch vektorov do rovnice (68). Vseobecny pripad plynie

z invariantosti skalarneho su¢inu vzhladom k rotéciam (toto ukazeme neskor).

Vektorovy sicin dvoch vektorov je operacia, ktord je typickd pre troj-
rozmerné vektory.

Definicia: Vektorovy sucin dvoch vektorov

A 1
X = Ta Y = Y2
T3 Ys

je vektor x x y, ktory je definovany takto:

To2Ys — T3 Y2
x Xy = | xy —n1y3 | - (71)

T1Y2 — Ta21

Vektorovy stcin mé nasledujice dolezité vlastnosti:

X Xy = —y X X — antisymetria,
(ax +by) Xz = ax x z + by x z — linearita,
Xx.(x Xy) =y.(x xy) =0 — ortogonalita. (72)

Z prvych dvoch vztahov vyplyva, ze x x y = 0 ak jeden z vektorov je

nésobkom druhého.
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Posledny vztah nam hovori, ze vektorovy sii¢in x x y je vektor kolmy na

X ajy.

Pozndamka: Tvar zloziek vektorového stucinu x x y si lahko zapamétame:

1) Prva zlozka je dana ako (x X y); = Zays — T3 ys:

- prva trojica indexov je tu 123 (1 nalavo) a (2 a 3 napravo so znamienkom
"+" pred 3 y3 — T3Y2),

- druhé trojica indexov je 132 (1 nalavo) a (2 a 3 napravo so znamienkom
"—" pred x3ys),

2) V druhej zlozke (x X y)2 = x3y; — 21 ys3 indexy st dané rovnakou
cyklickou zémenou 1 — 2, 2 —+ 3 a 3 — 1 v oboch ¢lenoch.

3) Napokon v tretej zlozke (x X y)3 = z1y2 — x2%; indexy s dané v

oboch ¢lenoch opét cyklickou zémenou (2 — 3,3 — 1 a1l — 2).

Geometricky vyznam vektorového siucinu. Uvazujme dva vektory v (12)-

rovine:
COoS (v cos [
x = [x| sin o , Y =yl sin 3
0 0

Ich vektorovy sucin x X y je vektor orientovany v smere osi 3 (lebo je kolmy

ako na osi 1 aj 2):
0

x xy = [x]]y]| 0 1.
sin ¢
kde ¢ = 3 — a je uhol zovrety oboma vektormi. Jeho velkost je sti¢in dlzok

oboch vektorov vynésobeny absolitnou hodnotou sinusu zovretého uhla:

x x y| = [x||y]|sing|.
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Toto je prave plocha rovnobeznika vytvoreného oboma vektormi.

Pre vektorovy sucin prvkov standardnej bazy plati
e X€e = e3, €3Xe3 = €, €e3Xe = €.
Tieto vztahy sa zvykni kompaktne zapisovat takto:
€ Xe = €€k, (73)

kde €1, je Levi-Civitov symbol epsilon definovany ako
(i) 193 = 1 a dalsie hodnoty symbolu plynu z toho, Ze

(ii) &;j& meni znamienko pri vymene Iubovolnych dvoch indexov:
Cijk = —&jik = — Eikj = — Ekji -

Evidentne ¢;5;, = 0, ak aspon dva indexy st rovnaké, ak indexy 1, j, k, st
navzajom rozne, potom €;;;, = %1 (znamienko l'ahko plynie z pravidiel (i) a

(ii)).
Zmiesany sucin a viacndsobné suciny

ZmieSany sucin troch vektorov

3 3

3
a — E a;e;, b = E bjej, c = g Cr €,
Jj=1

1=1 k=1

je realne ¢islo definované vztahom:

a.(b xc) = ZZZaibjckei.(ej X eg)



Posledné formula je priamym doésledkom (73). ZmieSany sucin troch vek-
torov ma nazorny geometricky vyznam: a. (b x c) je objem rovnobeznostena
urc¢eného vektormi a, b a c.

Dvojnasobny vektorovy sucin vektorov a, b a c je vektor definovy ako:
ax(bxc)=b(a.c) — c(a.b).

Vzorec sa lahko zapaméta ako formula "bac minus cab”. Je priamym dosled-

kom uzito¢nej identity:
3
Z Eijk Eitm = 0j10km — Ojm Okl -
i=1
Spojenim oboch predchédzajtcich vzorcov dostaneme formulu:

(ax b).(c xd) = (a.c)(b.d) — (a.d)(b.c).

Linearne zobrazenia a matice

Zobrazenie vektorov

/
X = To = X = 1',2 . (74)
/

tvaru

/
1 — Allxl -+ Algl'g + A13£E3 = Iy,
/
Ty A21I1 + AQQIQ + A23ZE3 = Iy,

r3 — Azim + Aspxe + Aszzz = 1, (75)
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nazveme linedrnym zobrazenim vo V3 zadanym pomocou 3 X 3 realnej matice:

A, A, A
A = Agr, Asn, Asy |, Ay € R. (76)
As;, Asy, Ass

Ak definujeme nasobenie 3 x 3 matice A a 3-zlozkového vektora (stlpca) x

ako

Ay, A, Asg Ty Az + Ay + Az s

Agy , A, Ass T Aoy 21 + Ay + Asz s ) (77>

Asy, Az, Ass T3 Ag1 21 + Asgxg + Asz g

potom rovnica (77) da sa stru¢ne zapisat takto:

Ax = x'. (78)

Lubovolny prvok matice A moézme opat vyjadrit pomocou jej maticovych

prvkov v Standardnej baze (72):

Aij = ei.(Aej), Z,j = 1,2,3. (79)

Algebra matic. Mnozina 3 x 3 matic je algebra, lebo st v nej definované
dve operéacie:

(i) Linedrna kombindcia a A + b B dvoch matic A a B s prvkami A;;
resp. B;;, i,j = 1,2,3, je definovand ako matica s prvkami a A;; + b B;;,
i, =1,2,3.

Vzhladom k takto zavedenej linearnej kombinacii matice tvoria vektorovy
(linearny) priestor, v ktorom tlohu pociatku hra nulovd matica O s nulovymi

prvkami O;; = 0,47 = 1,2,3.
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(ii) Sucin A B matice A s maticou B je definovany ako matica A B s

prvkami
3
k=1
= An By + Ap By + Az Bs;, i = 1,2,3. (80)

Poznamejme, Ze maticovy suéin je asociatiny: A(BC) = (AB)C = ABC.

Transponovand matica A* k matici A s prvkami A4;; je matica s prvkami
Aﬁj = A, 1,7 = 1,2,3. V matici A’ riadky a stlpce matice A st navzajom
vymenené: A' matica je otocena okolo hlavnej diagonaly matice A. Pre trans-
poziciu suinu matic plati: (A B)! = B! A’

Lahko potom mozno ukazat, ze skalarny sucin splia nasledujacu identitu:
x.(Ay) = (A'x).y. (81)

Dokazat sa to da jednoducho priamym dosadenim:

Specialne pre symetricki maticu mame: x. (Ay) = (Ax).y.

Jednotkovd matica I je matica s prvkami I;; = d;;, t.j. 0;; = 1 na diago-
néle a d;; = 0 pre ¢ # j, mimo nej. Jednotkova matica hra tlohu "jednotky"

v maticovom suc¢ine: /A = Al = A.

Inverznd matica a determinant matice. Hovorime, Ze matica A je regu-

larna (invertibilnd), ak k nej existuje inverznd matica A~', pre ktort plati:
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AA™L = ATA = [
Pokial matice A a B su invertibilné, ich sucin je invertibilny a plati:

(AB)™' = B 1A,

Determinant matice je redlne Cislo priradené matici A predpisom
All ) A12 3 A13

3
det A = | Ay, Agy, Aog | = Z Z Z Eijk Ari Agj Asp, . (82)
Az, Az, Ass

V poslednom vyraze vystupuje vyssSie zavedeny tplne antisymetricky sym-
bol €.
Determinant ma nasledujtce vlastnosti:
(i) Determinant transponovanej matice A’ je rovny determinantu matice
A:
det A" = det A. (83)

(ii) Determinat zmeni znamienko, ak vymenime Tubovolné dva riadky
(stlpce).

(iii) Determinat sa nezmeni, ak k niektorému riadku (stlpcu) pripo¢itame
Tubovolni linearnu kombinaciu ostatnych riadkov (stlpcov).

(iv) Determinant st¢inu dvoch matic sa rovna su¢inu ich determinantov:
det (A B) = det Adet B.

(v) Matica A je invertibilna prave vtedy, ked det A # 0. Prvky inverznej

matice A~ st dané formulou:

—1)+s
(A_l)ij = ( 1> detA’

det A 7 (84)

kde A} je 2 x 2 matica, ktor dostaneme z matice A vynechanim i-teho

riadku a j-teho stlpca (pozor na vymenené indexy 4 a j na pravej strane).
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Dékaz (iv) vyplyva z definicii si¢inu matic a determinantu; podobne vlast-
nost (v) vyplyva z definicii 2 x 2 a 3 x 3 determinantov (oba dokazy st

zdlhave).

Zapis priamok a rovin v priestore.

Parametricky zapis.

Priamka. Body priamky p prechadzajtucej bodom x, v smere vektora a #

0 st zadané pomocou jedného redlneho parametra t' takto:

p: x = at’ + xg, (85)
Ak zavedieme novy parameter ¢ = |a|t’, rovnicu priamky mézeme prepisat
takto:
x = nt + Xp, t € R, (86)
kde n = |a|~'a je vektor jednotkovej dlzky v smere priamky.

Rovina. Body roviny R urcenej dvojicou linearne nezavislych vektorov a;
a ag a prechadzajicou bodom x; st zadané dvojicou redlnych parametrov ¢}
a ti, takto:
R: x = ajt] + axt) + Xq. (87)
Namiesto vektorov a; a a; mozme zaviest ortonormélnu dvojicu €] a €
Schmidtovym-Grammouvym ortonormalizacnym procesom:

(i) Polozime €} = |a;|~'a; a druhy vektor hladame v tvare
e, = b(ay — cel).

(ii) Z podmienky



uréime ¢ = €] .ay. Nakoniec, b sa ur¢i z normalizacnej podmienky:
112 2 2 2 2 2
1 = |e)]” = b%(ay — cey)” = b7, (|ag|” — ).

Pretoze a; a aj s linearne nezavislé, a, — ce] # 0 - takze b bude existovat.
Body roviny mézeme vyjadrit aj pomocou ortonormalnych vektorov e} a
/

R: x = e'ltl + e’2t2 + Xo . (88)

Vztah medzi dvojicami parametrov t , ty a t] , t; plynie z ortonormaliza¢ného

procesu (skuste si ho odvodit).

Zapis pomocou rovnice.

Rovina. Rovinu R prechadzajicu bodom x tiez mézme zadat pomocou
jednej rovnice:

m.(x —xg) = 0, (89)

kde m je vektor jednotkovej dizky kolmy na rovinu. Po vynasobeni ¢islom

b > 0 tuto rovnicu mdzeme prepisat do vSeobecnejsieho tvaru
b.x + ¢ =0, (90)

kdeb = bm ac = —bm.x,.
Ak je rovina zadané v parametrickom tvare (87) pomocou dvojice linearne

nezavislych vektorov a; a as, potom vektor b je tmerny a; X as:
b ~ a; X ay.
1 2

Jednotkovy vektor m kolmy na rovinu je dany ako

a; X as
b= —"= =¢€| xe, = ¢€j.
|a1 X 3.2‘
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Vektory e}, i = 1,2,3, tvoria ortonormalnu bézu vo Vy: ej.e; = 4;; (int

ako je Standardné béaza).

Dve roviny zadané rovnicami
Ri: bi.x 4+ ¢ =0,

RQI b2.y+C2:0,

st nerovnobezné a pretinaju sa ak vektory by a by st linearne nezéavislé.

Priamka. Priamku p v trojrozmernom priestore mozeme zadat ako priese¢nik
dvoch nerovnobeznych rovin prechédzajicich tym istym bodom xy: body

X € p st rieSenim ststavy rovnic
bl.(X - Xo) = 0,

bg.(X—Xo) = 0.

Lahko sa moZzno presvedcit (priamym dosadenim), Ze v parametrickom tvare

priamka p je dana bud ako
p: X = at + X9, a = by X by,

alebo pomocou smerového vektora n jednotkovej dlzky

b1 X bg
: = nt' kd = ——= t' =t|a|.
p: X nt' + xg, kde n by % by’ |a
Priklad. Nech rovina R je zadana rovnicou
m.x +c¢ =0, (91)
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kde m je vektor jednotkovej dlzky kolmy na rovinu. Uréite vzdialenost bodu

@ = [q1; ¢2; gs] od roviny.
Riesenie: Priamka p kolma na rovinu R a prechadzajica bodom @ je v

parametrickom tvare dana ako
p: x = mt + q, (92)

kde q je vektor s koncovym bodom @ (jeho zlozky su q1, go, q3). Dosadenim
(92) do (91) dostaneme rovnicu pre hodnotu parametra ¢, zodpovedajtucu

bodu P priamky p, v ktorom priamka p pretina rovinu R:
t +m.q+c=0.

Jej riesenie t = —m.q — ¢ dosadime do (92) a vysledny vektor ozna¢ime
ako p:
P =q-m(+m.q),

Koncovy bod P vektora p odpoveda prave prieniku priamky a roviny. Vzdia-

lenost bodu @ od roviny R je rovna

d = dQ,P) = |g—p| = |c+m.q|.

Sastavy linearnych rovnic
V tejto casti sa budeme zaujimat o rieSenie stustavy troch linearnych al-
gebraickych rovnic
Anzy + Apry + Aprz = by,
Ag1zy + Agpwy + Agzrz = by,
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Asixy + Aspwg + Aszxs = bs, (93)

pre nezname x1, sz, r3. Cisla by, by, b3 oznacuji prava stranu ststavy rovnic.
Ak je prava strana nulovi, hovorime o homogénnej stustave rovnic; ak je
nenulova, sistava sa nazyva nehomogénna. Vo maticovom zapise ttuto ststavu

mozme zapisat ako vektorova rovnicu:

Ax = b. (94)

Riesenie sustavy pomocou determinantouv.

(i) Ak D = det A # 0 sustava ma prdve jedno rieSenie dané formulami:

_ D0 (95)
xl_D7Z_777

kde D; oznacuje determinant matice, ktori dostaneme tak, ze v matici A
nahradime i-ty stlpec zlozkami vektora b na pravej strane rovnice.

Dékaz: Vynasobme rovnicu (94) maticou A~!: x = A~!b. Ak pouZijeme
vzorec (84) a vycislime A~!' b, hned dostaneme hl'adané rieSenie (56).

(ii) Pripady s D = 0 diskutujeme nizsie.

Riesenie sustavy pomocou rozsirenej matice.

Sustavu linearnych algebraickych rovnic (93) zapiSeme ako 3 x 4 rozsirent
maticu (tabulku ¢isiel):
A A A b
(Alb) = Agr Ay Asg| by . (96)
Agi Ay Asz| b3
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Jedna sa o maximélne usporny zapis sustavy (93). Nezname z1, xo a x3
explicitne nevypisujeme, vieme ale Ze:

e 1; vynasobime i-ty stfpec a vsetky StIpCG sCitame,

e sucty jednotlivych riadkov sa rovnaju prislusnym ¢lenom v poslednom

(3tvrtom) stlpci rozirenej matice.

Veta: Ststava linedrnych algebraickych rovnic popisanych rozsirenou mati-
cou (A|b) ma riesenie prave vtedy, ked pocet linearne nezavislych riadkov
matice stustavy A sa rovné poctu linearne nezavislych riadkov rozsirenej mat-

ice (A|b).

Komentdr:

(i) Ak vsetky (tri) riadky A aj (A|b) su linedrne nezavislé, tak D =
det A # 0 a existuje jednoznacné rieSenie stustavy dané (95).

(ii) Ak matice (A|b) a A maji rovnaky pocet n = 1,2 linearne nezavis-
lych riadkov (takze D = 0), potom sustava sa redukuje na n nezavislych
rovnic. RieSeni je nekonec¢ne vela:

- pri n = 1 rieSenia urcuji rovinu, kym

- pri n = 2 rieSenia urc¢uju priamku.

(iii) Ak rozsirena matica (A |b) ma viac linearne nezavislych riadkov ako

matica A (a tiez D = 0), potom ststava nema rieenie.

Grupa regularnych matic

Maticu A zobrazenia x — AX nazveme requldrnou, ak jej determinant

je nenulovy: det A # 0.
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e Regularne zobrazenia zobrazuju priestor V3 jednoznacne na seba.
e Regularne zobrazeniax — Bxax' — Ax'mozeme skladat: zlozenému

zobrazeniu odpoveda siu¢in matic: A(Bx) = (A B)x.

V mnozina regularnych matic G moézeme definovat operaciu - maticovy
sucin:

A, BegG — AB € g,

ktory ma nasledujice vlastnosti grupového stcinu:

(i) Asociativnost. Pre Tubovolnua trojicu A(BC) z G plati: A(BC) =
(AB)C,

(ii) Ezistencia jednotkového prvku I. Pre lubovolny prvok A z G plati:
Al = TA = A

(iii) Ezistencia inverzného prvku. Ku kazdému prvku A z G existuje A1,

pre ktory plati: AA™1 = A1 A = I.

Poznamka 1. Mnozina 3 x 3 regularnych matic s nenulovym determinan-
tom je grupa vzhladom k maticovému stcinu, ktora sa zvykne oznacovat ako
G = GL(3,R): jednotkova matica odpoveda jednotkovému prvku grupy a
inverzna matica odpovedé inverznému prvku.

Pozndamka 2. Jej podmozina matic s jednotkovym determinantom je grupa,
ktora sa zvykne oznacovat ako G’ = SL(3,R). Je dosledkom toho, Ze vztah
det (AB) = det Adet B je konzistentny s podmienkou det A = 1.

Pozndmka 3. Matica A sa nazyva ortogonalnou, ak pre jej transponovani
maticu A' plati: A’ A = I. Mnozina ortogonalnych matic tvori grupu H =
0(3).

Pozndmka 4. Zo vztahu A*A = I vyplyva det A = =£1. Ortogonalne
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matice s det A = 41, tvoria podgrupu H' = SO(3) grupy H = O(3), ktora
sa nazyva sa grupou vlastnych rotécii priestoru.
Pozndmka 5. Kazda ortogonalna matica zachovéava skalarny sucin. Sku-

tocne, zobrazenia x — Ax a x' — Ax’ a rovnica (81) implikuju:
(Ax).(AX) = x.(A'"AX) = x.X

Poznamka 5. Matice z grupy rotacii s determinantom rovnym —1 netvoria
podgrupu: sti¢in dvoch takychto matic je matica s determinantom +1. Kazdé
ortogonalna matica A’ s determinantom rovnym —1, ale moZe byt zapisana

ako suéin matice

odpovedajicej priestorovej reflexii (odrazu v zrkadle umiestnenom v 1. sarad-
nicovej osi v rovine) a vlastnej rotacie A: A’ = E' A, kde det A = +1.

Pozndmka 6. Grupa SO(3) je podgrupou ako grupy SL(3,R), tak aj
grupy O(3). Naviac plati: SO(3) = SL(3,R) [ O(2).

Vseobecné bazy vo vektorovom priestore

Uvazujme linearne zobrazenie x +— AXx generované regularnou mati-
cou A € GL(3,C) s prvkami A;;, 4,5 = 1,2,3. Pésobenim na Standardni

ortonormalnu bazu

1 0 0
€ = 0 , €2 = 1 , €3 = 0 )
0 0 1
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obdrzime trojicu vektorov

An Ar Az
fi = Ae; = Aoy , = Aey = Ay , 3 = Aeg = Ass

Az Asy As3
Trojica vektorov f;, i = 1,23, predstavuje vSeobecnii (neortonormalnu)

bazu vo vektorovom priestore, t.j. kazdy vektor x mozno vyjadrit ako linedrnu

kombinéciu vektorov f;, i = 1,2, 3:

3 3
X = E ;e = E ,I; f, s
i=1 i=1

kde koeficienty rozvoja x}, i = 1,2,3, vektora v neortonormalnej baze si

urc¢ené rovnicami
Ap ) + Apay + Aisay = a4,
Agl $/1 + A22$/2 + A23 xé = X9,
A31 SL’/l + A32$/2 + A33 l’é = X2.

| 7 j 4 i 4 astava méa jednoznac¢né rieSenie
) bl

pri Tubovolnom z;, i = 1,2, 3.

Vektor x sa nazyva normovangm vlastnym vektorom matice A k vlastnej

hodnote A, ak existuje redlne ¢islo A tak, Zze je splnena rovnica
Ax = A x & (A-XD)x =0, |x=1. (97)

Jedné sa o homogénnu sustavu linedrnych algebraickych rovnic pre zlozky
vektora x. Aby tato sustavu rovnic mala nenulové rieSenie, determinant sis-

tavy sa musi rovnat nule:
det(A — A1) = 0.
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Tento vztah je kubickad rovnica pre neznamu A. D& sa ukézat, ze pre
nesymetricki maticu tato rovnica nema realne rieSenie. V dalSom sa preto

obmedzime na symetrické matice. Opat plati

Veta: Viastné vektory symetrickej matice k roznym vlastnym hodnotdm

st navzdajom ortogondlne.

Pozndmka: Ak x; a Xy st dva linearne nezavislé vlastné vektory k rov-

nakej vlastnej hodnote A = Ay = Ay, tak vzdy mozno najst také linedrne
kombinacie

X] = a1X1 + a3Xs, Xy = bix1 + baXy,
ze oba vektory su ortogonalne: x}.x, = 0 (tvrdenie plati pre Tubovolny

systém linearne nezavislych vektorov a blizsie si ho v§imneme v d'alej ¢asti).
Oba vektory x} aj xj, su evidentne vlastné vektory k vlastnej hodnote .

Podla tohto systém vlastnych vektorov je mozné vzdy ortonormalizovat.

Bez ujmy na obecnosti uvazujme ortonormalny systém vlastnych vektorov
x;, © = 1,2,3, pre ktory plati: x;.x; = d;;. V ortonormalnej baze svojich
vlastnych vektorov, kazda symetrickd matica A je diagonalna s vlastnymi
hodnotami na diagonéle. Skuto¢ne, maticové prvky A v baze jej vlastnych

vektorov st

Aij = Xi.(AXj) = )\in.Xj = /\jéij.

Pozndmka: Pre vypocet korenov kubickej rovnice platia podobné (Car-
danove) vzorce ako pre vypocet korefiov kvadratickej rovnice. Su ale komp-
likovanejsie, a preto sa obmedzime na pripad, ked symetrickd matica A mé

nulovy determinant, takze jeden z korenov je A = 0. Pre ostavajice dva
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korene dostaneme kvadratick( rovnicu.
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3 Konec¢ne rozmerné vektorové priestory

Definicia 1: Mnozina V je redlny (komplexny) vektorovy priestor nad telesom
realnych ¢isiel R (komplexnych ¢&isiel C), ak je definovana linedrna kombind-

cia pre Tubovolna dvojicu jeho prvkov:
X,y €V = ax +by €V,

s realnymi koeficientami ab € R (komplexnymi koeficientami ab € C), tak,
ze plati:

O0x =0, 1x = x, a(bx) = (ab)x,
X+0=x,x+y=y+x,x+(y+2) =x+y) +z,
a(x+y)=ax+ay, (a+bx =ax + bx.

Prvok O nazyva sa nulovy vektor (pociatok) vektorového priestoru V.

Priklad: Vektorovy priestor R™ tvoria n-tice realnych ¢isiel usporiadanych

do stlpca (podobne, vektorovy priestor C" tvoria stIpce n komplexnych &isiel)

A
X = y $1,,ER(C)

Tn
Linearna kombinacia vektorov (stlpcov) je definovana takto:

1 Y1 ary + by,
ax +by =a | ... | +b0| ... =

T, Yn ar, + by,
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Definicia 2: Vektory Xy, ..., X,, z priestoru V su linedrne nezdvislé, ak
rovnica

axXy + ...apx, = 0O

mé len trividlne rieSenie: a1 = ... a,, = 0.

Pozndmka: Ak tato rovnica mé netrivialne rieSenie s a; # 0, potom
mozeme x; vyjadrit ako linearnu kombinéciu ostatnych vektorov uvazovaného

systému:

(5] Qi—1 Q41 A,
Xi—1 — Xitl — oo — X -
Qa; Qa; a; a;

Definicia 3: Vektorovy priestor V je n-rozmerny (mé dimenziu n), ak v
nom existuje systém n linearne nezavislych vektorov f; , ... , f, tak, ze kazdy

vektor x € V sa da vyjadrit v tvare
i=1

Hovorime, ze vektory f, ..., f, tvoria bazu vektorového priestoru V.

Priklad: Systém vektorov

1 0 0
0 1 0

€ = , €2 = y ey € = )
0 0 1

tvori Standardni bazu priestoru R" alebo C" (podla toho, ¢i uvazujeme ich

realne alebo komplexné linearne kombinacie).
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Dékaz: Vektory ey, ..., e, su linearne nezavislé, lebo rovnica a;e; +

. ane, = 0O, t].
1 0 0 aq 0
0 1 0 as 0
0 0 1 n, 0
mé iba trividlne riesenie: a; = ... a,, = 0. Naviac, kazdy vektor x z priestoru
R™ (alebo C™) sa da vyjadrit ako linearna kombinacia vektorov ey, ... , e,:
T
o)
X = = xr1€e; + x9€9 + ... + X/ €.
Tn

Linearne zobrazenia. Zobrazenie X — x’ = Ax vo vektorovom priestore

V je linearne, ak plati:
Alax + by) = aAx + bAy.

Posobenie operatora linedrneho zobrazenia A staci definovat na vektoroch

bazy £y, ..., f.:
n
fi — Afz = Z fjAjia 1 = 17 oo, n.
j=1
Tu sme vyuzili, ze vektor Af; mozno rozlozit v béaze f; , ..., f,. Linearne

zobrazenie A je potom definované tak, Ze sa zadaju prvky A;; matice zo-
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brazenia (A) v uvazovanej baze:

A A o0 A

Agi Agy ... Ay,
(A) =

A A .. A

Pozndmka: Maticové prvky A;; zobrazenia v realnom (komplexnom) vek-
torovom priestore st realne (komplexné) ¢isla. Matica (A) = (A;;) odpoveda-
juca linedrnemu zobrazeniu A je vo vSeobecnosti rézna v réznych bazach.
Pokial nevznikne nedorozumenie, budeme zobrazenie aj jeho maticu oznaco-

vat jednoducho symbolom A.

Linedrna kombindcia matic a A + b B matice A = (A;;) a matice B =

(Bij) je matica s prvkami
(aA + bB)zg = (ZAZ']' + bBZ]

V maticovom zépise to moézeme zapisat takto:

All e Aln Bll e Bln
o + b
A .. A B, ... B
CLAH + bBH e CLAln + bBln
aAnl + anl N ClAnn + ann

Sucin matic A = (A;;) a B = (B;;) je matica AB s prvkami

(AB)i; = ZAikBkj 1, =1,....n.

k=1
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Matica AB odpovedé zlozenému linedrnemu zobrazeniu x — ABx defino-

vanému vztahom: ABx = A(Bx).

Transponovand matica At je definovana ako matica s vymenenymi riad-

kami a stlpcami:

An . A An oo A

Teda, (A");; = Aj;, i,j = 1,...,n. Pre transponovanie su¢inu matic plati:
(AB)t = B'A.

Matica A sa nazyva symetrickd ak A = A’, t.j. ak pre jej prvky plati
A;; = Aji. Matica sa nazyva antisymetrickd ak A = —A', t.j. ak A;; =
—A

ji-

Hermitovsky zdruZend matica AT ku komplexnej matici A je definovana

takto:

A oo A A o0 A

Teda, (A");; = Aj, i,j = 1,...,n: vymenili sme riadky a stlpce a potom
sme ich komplexne zdruzili (a oznacuje komplexné zdruZenie ¢isla a). Pre
hermitovské zdruZenie st¢inu matic plati: (AB)" = BTAT.

Pozndmka: Hermitovské zdruZzenie matice je definované len pre komplexné
matice!

Matica A sa nazyva hermitovskd, ak A = AT, t.j. ak pre jej prvky plati
A;; = Aj;. Matica sa nazyva antihermitovskd ak A = —At, t,j. ak A;; =

64



Pozndmka: Linearnu kombinaciu je mozné definovat aj pre obdlznikové
(n x m)—matice A a B (s n riadkami a m stlpcami): matica a A + b B ma
prvky aA;; + 0B, i =1,,...,n, 5 =1,,...,m.

Podobne, mozno definovat sucin (n x k)—matice s (k x m)—maticou: ak

potom AB je (n x m)—matica s prvkami (pocet stipcov prvej matice sa musi

rovnat po¢tu riadkov druhej matice):

k
(AB)U - Ail Blj + ...+ Azk Bkj - Z Ail Blj'
=1

Jednotkovd a inverznd matica. Jednotkova matica [ je definovana ako

matica s prvkami [;; = §;; (jednotky na diagonale a nuly mimo nej):

1 0 0

0 1 0
I =

0 0 1

Inverzna matica A~ k matici A je definovana ako matica, pre ktort plati:

AP A = AA-Y = I. Matica sa nazyva requldrna, ak k nej existuje inverzna

matica A~
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Determinant matice A je ¢islo
AH Ce Aln
detA =] ... ... ...,
An .. A

priradené matici A. Toto priradenie mé nasledujiice vlastnosti:

1. Linearita v stlpcoch matice

(IAH + bBH Alg N CLAln
&Anl -+ anl A12 N aAnn
All A12 s Aln Bll A12 S Aln
=a| ... ... ... .. |+D
Anl AnQ Ce CLAnn Bnl Ang Ce (lAnn

2. Determinant trojuholnikovej matice s nulami pod (nad) hlavnou di-

agonalou je rovny stcinu diagonalnych prvkov:

A A A An 0 0
0 Ay Asp Ay Ao 0
- A11A22 Ann'
O 0 Ann Anl An2 Ann

3. Determinant transponovanej matice je rovny determinantu matice a

determinant si¢inu matic je rovny sucinu determinantov:

det A = det A", det(AB) = det Adet B.

Daésledky:
4. Determinant zmeni znamienko, ak prehodime I'ubovolné dva riadky

(stlpce) matice.
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5. Determinant sa nésobi ¢islom a, ak niektory riadok (stlpec) matice
vynasobime ¢islom a.

6. Determinant sa nezmeni, ak k niektorému riadku (stlpcu) pripoc¢itame
Tubovolni linearnu kombinaciu ostatnych riadkov (stIpcov).

7. Determinant D = det A z n X n matice A = (A;;) mozno vyjadrit

pomocou (n — 1) x (n — 1) determinantov rozvojom podla j-teho stlpca:

D = (-)"WA;Dy +... + (-1)"WA,; Dy = > (=1)7 A;; Dy,

i=1
kde D;; je determinant (n — 1) x (n — 1) matice, ktort dostaneme z matice

A vyskrtnutim i-teho riadku a j-ho stlpca.

Vijpocet determinantov. Rozvoj determinantu podla stlpca (vlastnost 7)
dovoluje induktivne definovat determinant:

e Determinant n X n matice vyjadrime pomocou determinantov (n —1) X
(n — 1) matic. Tieto vyjadrime pomocou determinantov (n — 2) x (n — 2)
matic, atd.

e Opakovanim tohto postupu by sme vypocet determinantu redukovali
na vypocet determinantov z "malych" matic (1 x 1, 2 x 2, 3 x 3), ktoré uz

vieme ratat.

Uvedeny postup sice vedie k vysledku, ale nie je prakticky. Podstatne
efektivnejsia je nasledujtica stratégia pri vypocte determinantov (vyuZivajtca
vlastnosti 4 az 6):

(i) Ak A;; # 0, odéitame vhodny nasobok prvého riadku od ostatnych
riadkov tak, aby sme vynulovali prvy stlpec pod A;; (ak A;; = 0 v prvom
stlpci matice vyberieme prvok A;; # 0, i-ty riadok vymenime s prvym,

zmenime znamienko a postupujeme tak, ako je naznacené).
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(ii) Po tomto kroku druhy riadok bude mat tvar 0, A}, ... A}, . Ak A}, #
0, od¢itame vhodny nasobok druhého riadku od ostatnych riadkov tak, aby
sme vynulovali druhy stlpec pod Aj, (ak A, = 0 pod A}, vyberieme prvok
A, # 0, i-ty riadok vymenime s prvym, zmenime znamienko).

Analogicky postupujeme dalej, az po n krokoch obdrzime trojuholnikova
maticu s nulami pod hlavnou diagonalou, ktorej determinat je rovny sucinu
diagonélnych prvkov (analogickymi tipravami so stlpcami dostali by sme tro-

juholnikovi maticu s nulami nad hlavnou diagonélou):

All A12 oo AlTL Alll A&Q P Alln
An Apm o Ag | R I PP 4
At Az oo Amn 0 0 ... A

- :I:AIIIA,22...A;.L7L.

Znamienko je dané poc¢tom permutécii (vymien) riadkov, vykonanych pri

Uprave matice na trojuholnikovy tvar.

Vypocet inverznej matice. Stvorcova n X n matica

sa nazyva reguldrna, ak ma nenulovy determinat. Ku kazdej regularnej matici
existuje inverzna matica A~!. Prvky inverznej matice stt dané vzorcom (ktory

vyplyva z vlastnosti 7):

68



Tu D = det A a D;; je determinant (n—1) x (n—1) matice, ktort dostaneme
7z matice A vyskrtnutim i-teho riadku a j-ho stlpca (pozor na vymenené
poradie indexov i a j na pravej strane).

Inverzna matica A~! je rieSenfm maticovej rovnice
AX = 1. (98)

ktora predstavuje ststavu linearnych rovnic pre nezname prvky matice X =
(Xj;) s nulami a jednotkami na pravej strane. Rovnicu (98) mozeme reprezen-

tovat rozsirenou maticou:

All Aln| 1 O
An=1 .. ... ... | ... 1 .| (99)

A oo A | 0 01

Ak vynasobenime rovnicu (98) zlava regularnou maticou 7', dostaneme

ckvivalentna rovnicu

TAX =T.

Vyberom vhodnych matic 7" mozno realizovat zédkladné ekvivaletné tpravy
rovnice (98), ktoré odpovedaji nasledujicim tpravam rozsinej matice:

1. Nésobeniu i-teho riadku ¢islom a # 0.

2. Pripocitaniu ¢-teho riadku k j-temu riadku.

3. Vymene i-teho a k j-temu riadku.

Prvi ekvivalentni tprava mozno realizovat diagonélnou maticou T' s
T;; = lprej #ialy = a.

Druht ekvivalentn tiprava mozno realizovat maticou ' = I + E(;;), kde
E(;j) je matica, ktord mé 0 vSade okrem 1 v i-tom riadku na j-tom mieste.

Skladaniu tychto tprav odpovedd néasobenie odpovedajucich matic T
Takto sa da zlozit uprava 3, ako aj pripocCitanie k i-temu riadku lineérnej

kombinacie ostatnych riadkov.
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Inverzni maticu dostaneme ekvivalentnymi tpravami rozsirenej matice
(A[1):
e postupujeme tak, aby matica A presla na jednotkov maticu I, potom

e jednotkovéa matica I prejde na inverzni maticu A~'. Teda

(A1) ~ ... ~ (I|]A7Y

(symbol "~" oznacuje ekvivalentnost matic).

Sastavy linearnych rovnic.

Reguldrna siustava n rovnic. Uvazujme maticovd rovnicu
Ax = b. (100)

V pripade, Ze A je regularna matica (det A # 0), existuje inverzna matica
A~ Po vynasobeni rovnice (100) zlava maticou A~!, dostaneme jednoznac¢né
rieSenie

x = A'b. (101)

Maticovej rovnici (100) odpoveda ststava n linearnych rovnic pre n nezna-
mych zq, ..., z,:

Allxl + ... + Alnxn = b1

A. Riesenie ststavy (102) (korespondujice (101)) moézeme vyjadrit po-

mocou determinantov:

Dy (103)
Ty = —, 0= 1,...,
D



kde D = detA a D; je determinant, v ktorom i-ty stlpec matice A je

nahradeny stIpcom odpovedajicim b:

All ] Ali—l bl Al i+l .- Aln
Di =

Anl s Ani—l bn Ani+1 s Ann

B. Sustavu (102) mozno efektivne riesit ekvivalentnymi apravami rozsire-
nej matice (A|b) sustavy (102) tak, aby matica A presla na jednotkovi
maticu I:

(A|b) ~ ... ~ (I|x).

Podrobnejsie, ekvivalentnymi tpravami prejdeme najprv k rozsirenej matici
(A’ | b’) s trojuholnikovou maticou A" a potom d’alsimi ekvivalentnymi tuprava-

mi k cielovej rozsirenej matici (1 | x):

All A12 e Aln | bl
A21 A22 Ce A2n | b2
A Ao oo Ann | ba
Ay Ay o AL, | by
N 0 Ay ... A, | b N
0 0 A | b
1 0 0 ’ T
0 1 0 |
0 0 L | oz,
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Pri praktickych vypoctoch sa oby¢ajne staci zastavit pri rozsirenej matici
(A”|b’) s trojuholnikovou maticou A’; lebo odpovedajica ststava sa uz da

jednoducho riesit. Poznamenajme, ze A}, # 0, ... Al # 0 (lebo det A’ # 0).

Sustava m linedrnych rovnic pre m nezndmych. Uvazujme stustavu m
linedrnych rovnic pre n neznamych (medzi m a n nepredpokladame Ziadny
vztah):

Auxl + ... + Alnwn = b1

Amlxl + ...+ Amnxn = bn (104)

Stustavu budeme riesit ekvivalentnymi tipravami rozsirenej matice

All Aln | b1
Afp)y = | ... .. . - (105)

Nech h oznacuje pocet linedrne nezavislych riadkov m x n matice ststavy
A, zrejme h < m. Podobne, ' nech je pocet linearne nezavislych riadkov
m x (n + 1) rozsirenej matice sustavy (A|b); pritom A’ > h. Pre existenciu
rieSenia sustavy (104) plati klasifikacia:

1. Ak h = I/ = n, sustava ma prdve jedno rieSenie. V tomto pripade

rozsirentt maticu ststavy (A|b) vieme upravit ekvivalentnymi tpravami na
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tvar

Ay Ay o AL D
0 Ay ... A, | U
0o 0 ... A, | ¥ |,
0o 0 0 0 | 0
0o 0 0 0 | 0

/ /
s Al #0, ... Al #0.

2. Ak h = I/ < n, ststava mé nekonecne vela rieSeni. Teraz rozsirenu
maticu sustavy (A|b) vieme upravit ekvivalentnymi tpravami na tvar (ak

treba mozeme preusporiadat stlpce matice A - vo vysledku to odpoveda prez-

naceniu indexov premennych xq, ... ,z,):
Ay Ay o AL, AL Y

0 Ay ... A, .. AL | Y

0 0 ... A, ... A, | b 1

o o0 o 0 0 0 | 0

o o o o0 0 o0 | 0
s A, # 0, ... A}, # 0. Premenné zq, ... ,z, sa nazyvaji hlavné a je ich
mozné vyjadrit ako linedrne funkcie zostavajucich premennych xp. 1, ... , Ty:

(h + 1)-vy stfpec az n-ty prenesieme na prava stranu, ¢im pre nezname
x1, ... ,xrp dostaneme predchadzajuci pripad.
3. Ak h < R/, ststava nemd rieSenie. Maticu sustavy (A|b) vieme up-

ravit ekvivalentnymi tpravami na tvar (ak treba, preusporiadame stlpce
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matice A):

Ay Ay o AL AL b}
0 Ay ... A, ... A, | by
0 0 ... A4, ... A, | by, ;
0 o 0 0 0 O | b
0 o 0 0 0 O |,
pricom aspoii jedno z ¢isiel by, ,, ... ,b;, je rézne od nuly (niektort z posled-

nych m — h rovnic nie je mozné splnit).
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Niektoré maticové grupy.

Vlastnost sudéinu determinantov
det (AB) = det Adet B,

dovoluje zaviest rozne grupy z requldrnych matic. Pritom,

e asociativnemu grupovému siucinu odpoveda sucin matic (A, B) — A B:
A(BC) = (AB)C,

e jednotkovému prvku v grupe odpovedéd jednotkova matica: existuje [

také, ze pre kazdy prvok A plati
Al = TA = A,

e inverznému prvku v grupe odpoveda inverzné matica: ku kazdému prvku

A existuje A7 tak, ze

AAT! A A

Il
~

1. GL(n,C) je grupa n x n komplexnych requldrnych matic s det A # 0.
SL(n,C) je grupa n x n komplexnych matic s detA = 1. Je to podgrupa
grupy GL(n,C).

2. O(n, C) je grupa n x n komplexnych ortogondlnych matic, ktoré splhaju
vztah A'A =T (kde A' oznacuje transponovani maticu). Potom, (detA)? =
1, takze detA = +1.

SO(n, C) je grupa n X n komplexnych ortogondlnych matic s detA = 1.
Je to podgrupa grupy O(n, C).
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3. 2. Sp(2n, C) je grupa 2n x 2n komplexnych symplektickych matic, ktoré

spliaju definiény vztah

O I
-1 O

A'EA = E, kde E =

Tu O resp. I oznacuje n xn nulovi resp. jednotkovi maticu (takémuto zapisu
2n X 2n matice pomocou n X n matic sa hovori blokovy zdpis).

4. Grupy realnych matic

e GL(n,R), SL(n,R),

e O(n,R) =0(n), SO(n,R) =S0(n),

e Sp(2n,R),
st definované rovnakymi vztahmi ako ich komplexné analogy.

5. U(n) je grupa n xn komplexnych unitarnych matic, ktoré spliaja vztah
ATA = I (kde AT oznacuje hermitovsky zdruZend maticu: transponovant a
komplexne zdruzenti). Potom |detA|?> = 1 (lebo det At = detA? = detA).

SU(n) je grupa n X n komplexngch unitdrnych matic s detA = 1. Je to
podgrupa grupy U(n).

Skalarny stcin vo vektorovom priestore.

Definicia: Skalarny sucin v realnom resp. komplexnom vektorovom priestore
V je predpis, ktorym sa Tubovolnej dvojici vektorov x,y € V priraduje
realne resp. komplexné ¢islo x.y. Skalarny sicin splha nasledujiice axiomy:

l.xx>0,xx=0<¢« x =0,

2. x.y = y.x v redlnom pripade resp.
x.y = y.X v komplexnom pripade,

3. x.(ay + bz) = ax.y + bx.z pre lubovolné realne resp. komplexné
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¢isla.

ZdruZend matica. Nech x — AXx je zobrazenie v realnom resp. kom-
plexnom vektorovom priestore so skalarnym stc¢inom, zadané realnou resp.
komplexnou maticou A:

e v redlnom pripade x. (Ay) = (A'x) .y,

e v komplexnom pripade x. (Ay) = (ATx).y.

Hovorime, Ze v realnom pripade transponovana matica A’ resp. v kom-
plexnom pripade hermitovsky zdruzena matica A' je zdrufend matica k matici

A.

Dékaz urobime v komplexnom pripade. Mame:

(Afx).y = > (Z A*) yo= D> Ay

Jj=1 \i=1 Jj=1 i=1
= ij (ZAU?JJ') = ZZi’iAijyj = x.(Ay).
=1 j=1 i=1 j=1

Tu sme vyuzili to, Ze ak A;; s prvky matice A, potom matica AT mé prvky

Dlzka vektora definovana vzfahom |x| = /XX > 0 mé nasledujice
vlastnosti (axiémy normy):

l.]x| >0,|x| =0 & x =0,

2. |ax| = [a][x],

3. trojuholnikova nerovnost |x + y| < |x| + |y|.

Vztah medzi skalarnym st¢inom a normou udava dolezita Schwartzova
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nerovnost:
x.y| < x|yl

Dékaz Nerovnost

X
(x —ty).(x —ty) > 0, pre t = 1=
Y.y
je ekvivalentna Schwarzovej nerovnosti.
Priklad 1: Nech
X:Z‘rieia yzzyieia
i=1 i=1
st prvky
(i) redlneho vektorového priestoru R™, t.j. z;,y; € R, i = 1,...,n, v

ktorom skalarny sa suc¢in definujeme takto:

Xy = Z TilYi,
i=1

(ii) komplexného vektorového priestoru C™ (t.j. z;,y; € C, 1 =1,...,n)

so skaldrnym stc¢inom:
n
Xy = E T Y-
i=1

Priestor R™ resp. C" opatreny skalarnym suc¢inom budeme nazyvat n
rozmernym redlnym resp. komplexnym euklidovskym priestorom a oznacovat

ako E'g resp. Eg.

Veta: Ortogonalne zobrazenia v realnom vektorovom priestore Eg zadané
maticou A € O(n) resp. unitarne zobrazenia v komplexnom vektorovom

priestore B¢ zadané maticou A € U(n) zachovavaju skalarny sacin vektorov:
A€ On) = (Ax).(Ay) = x.y pre vietkyx,y € R",
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A e U = (Ax).(Ay) = x.y pre vietkyx,y € C".
Dékaz: V realnom pripade mame
(Ax).(Ay) = (A'Ax).y = xvy,
lebo v R™ zdruZena matica k A je A' a naviac pre ortogonalnu maticu plati
A'A = T.
V C" zdruZena matica k A je Af, takZe sta¢i vyuzitf unitarnost matice
ATA = T
(Ax).(dy) = (ATAx)y = xy.

Gramov - Schmidtov ortonormalizacny proces. Nech £, ... £, je systém

linedrne nezavislych vektorov. Potom existuju také linearne kombinacie

e = anfi + ...+ amf,, i=1...,m,
ze vektory €] ..., el tvoria ortonormdlny systém:
e;.e; = 52’]’7
tj. lejl= ... =le,|=1ae.e; =0preis#j.

Doékaz urobime matematickou indukciou. Zrejme

1
e = mfl.
Predpokladajme, Ze pre k < m uz je zostrojeny ortonormélny systém vek-
torov €], ... ,e}. Polozme
€1 = %(fkﬂ — b€} ... — be)).
Z podmienok ej.e; ; = 0 pre ¢ = 1, ... k dostaneme b, = e;.f;,. Pod-

mienka |e}_ | =1 je splnena ak

a = |fk+1 — ble'l e — bkeH = \/|fk+1|2 — |b1‘2 — ... — ‘bk|2
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Vlastné hodnoty a vlastné vektory linedrnych zobrazeni.

Definica: Vektor C sa nazyva normovanym vlastnym vektorom zobrazenia
x — Ax v readlnom resp. komplexnom vektorovom priestore V, ak existuje

redlne resp. komplexné ¢islo A tak, ze je splnené rovnica
Ax = Ax & (A-)XD)x =0, |x| =1. (106)

¢islo A sa nazyva vlastnou hodnotou zobrazenia A; vlastny vektor k hodnote A
sa zvykne oznacovat ako x, pokial mame viac vlastnych vektorov k hodnote
A (hovori, Ze vlastna hodnota je degenerovad), oznac¢ujeme ich x,, X, ...

(alebo im pridame index).

Pozndmka: Vlastné vektory zobrazenia x +— A x maji vyznacné postave-
nie: zobrazuju sa velmi jednoducho x, + Ax, - pri zobrazeni sa meni len
dlzka vlastného vektora.

Hovorime, Ze matica B je podobnd matici A, ak existuje reguldrna matica
T tak, Ze plati: B = T'AT~!. Dve podobné matice majt rovnaké spektrum

(rovnaké vlastné hodnoty aj s ich nasobnostou). Skutocne:

Axy = Axy & Byx = Ay, ya = T'xy.

V konec¢ne rozmernom realnom resp. komplexnom vektorovom priestore
(ako je E} resp. EY rovnica na vlastné hodoty zobrazenia je reprezentovana
homogénnou ststavou linearnych algebraickych rovnic pre zlozky vektora x.

Aby tato stustava rovnic mala nenulové rieSenie, determinant ststavy musi sa
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rovnat nule:

AH - A Alz Aln
App A=A ... Ay
det(A — A\I) = 0 & e ? — 0. (107)
Anl AnQ Ann )\

Pozndmka: Rovnica (107) uréujica vlastné hodnoty je algebraicka rovnica
n-tého stupna pre nezndmu A. Podla zakladnej vety algebry, takato rovni-
ca ma vzdy n komplexnych korenov Ay, ..., \,, z ktorych niektoré sa mozu
opakovat: ak niektoré korene su rovnaké, hovorime, ze matica A ma degen-
erované spektrum, ak su rozne hovorime, Ze spektrum matice je nedegen-
erovaneé.

Rovnica (107) na vlastné hodnoty realnej matice moéze mat komplexné
korene, vtedy prislusné zobrazenie dane maticou v readlnom vektorovom prie-
store (dané maticou A) nemé vlastné vektory. V komplexnom pripade alge-
braicka rovnica (107) mé vzdy n korefiov (niektoré moézu byt aj viacnasobné).

V d'alsom sa ohrani¢ime dolezitym pripadom zobrazeni popisanych symet-
rickymi resp. hermitovskymi maticami, pre ktoré tiloha na vlastné hodnoty

mé vzdy rieSenie.

Vlastné vektory symetrickych a hermitovskiych matic. Pre redlne symet-
rické matice a komplexné hermitovské matice plati nasledujica dolezita

Veta: Nech A je n x n redlna symetrickd matica odpovedajtca zobrazeniu
v IR resp. A je komplexna hermitovska matica odpovedajtca zobrazeniu v
E¢. Potom

(i) vlastné hodnoty A, ..., A\, matice A st realne,
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(ii) vlastné vektory matice A k roznym vlastnym hodnotam st navzajom
ortogonalne,

(iii) existuje n linedrne nezéavislych vlastnych vektorov xi, ... ,x,, ktoré
mozno vybrat ortonormélne.

Doékaz urobime pre hermitovska maticu.

(i) Rovnicu na vlastné hodnoty
Ax A = AX s
vynasobme najprv zlava normovanym vektorom xj:
X\ - (AX)\) = X). ()\X)\) == /\(X)\ .X)\) = .
Po vynasobeni normovanym vektorom x, sprava dostaneme rovnicu:

(AX)\>.X)\ = ()\X)\).X,\ = /_\(X)\.X)\) = .

Vzhladom k hermitovosti matice A mame x,.(Ax,) = (Ax,).x,, takze

musi byt A = A.

(ii) Nech x; je vlastny vektor k realnej vlastnej hodnote \;, i = 1, 2:
AXl == )\1 X1,

AXQ = )\QXQ.

Vynéasobme prvii rovnicu sprava vektorom x, a druhua zlava vektorom x;:
(AX1> X9 = )\1 X1 .X9,

X1.<AX2) = )\2X1.X2.

Lavé strany sa rovnaju vzhladom k hermitovosti matice A, takze

AMX1.Xo = AXp.Xo.
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Ak A1 # Ao, tak musi byt x;.x9 = 0.

(iii) Ak rovnica det(A — A) = 0 ma k-nasobny koren \,, tak existuje k
linedrne nezavislych rieSeni X}\a, . ,x’/ﬁa rovnice Ax = A, X, ktoré mozeme
vybrat ortonormalne (ak treba, pouzijeme Gramov-Schmidtov ortonormali-
zaCny proces). Pretoze vlastné vektory k roznym vlastnym hodnotam s or-

togonalne, tak vysledny systém vlastnych vektorov bude ortonormalny (bude

ich prave n, lebo tolko je vlastnych hodnét aj s nasobnostou).

Pozndmka: Ortonormalny systém vlastnych vektorov xy, ... , X, samoz-
druZenej (realnej symetrickej resp. komplexnej hermitovskej) matice A moze
slazit ako ortonormélna baza v realnom resp. komplexnom vektorovom priestore.

V béaze svojich vlastnych vektorov je matica A diagonalna:
Xi.(AXj) = )\2(5” ’L,j = 1,2,...,n.

Tato dolezita vlastnost je typicka aj pre ovela vSeobecnejsie samozdruZzené

zobrazenia v nekonecno rozmernych vektorovych priestoroch.
Kvadratické a hermitovské formy vo vektorovom priestore.

Kvadratickd forma v redlnom vektorovom priestore Ef je definovana po-

mocou symetrickej matice A = A’ ako kvadraticka funkcia (zloziek) vektora:
Ax) = x.(Ax) = (Ax).x = Z Ajxixy,
ij=1
kde x;, i = 1,...,n, st zlozky vektora x a A;; = Aj;, 1,7 = 1,...,n, oz-
nacuju zlozky matice A (v standardnej baze). Hodnost formy A je definovana

ako pocet linearne nezavislych riadkov matice A.
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Nech T' = (T};) je reguldrna matica so zlozkami Tj;, i,7 = 1,...,n.

Uvazujme teraz kvadraticku formu zadant maticou B = T AT
B(y) = y.(By) == y.(I"ATy)

= (Ty).(ATy)

Teda B(y) = A(x), kde x = Ty. V zlozkach

Z Buywy = Z Ajjxiz; kde z; = ZTmyk
)

k=1 ij=1

Plati nasledujtca veta o diagonalizécii redlnej kvadratickej formy:

Veta: Ku kazdej kvadratickej forme A(x) hodnosti r v redlnom n-rozmer-
nom vektorovom priestore mozno najst sturadnice y, t.j. regularnu maticu T'

tak, ze forma odpovedajica matici B = T AT je diagonalna:
B(y) = Z ar Yy -
k=1

Dokaz: Pre r = 0 mame A(x) = 0 a nie je ¢o dokazovat; nech teda r > 0.

(i) Ak v8etky A;; = 0, nadjdeme A;; # 0. Zobrazenim
.T/ = T, LU/- = T2, 'rll = I, xl2 = Zj, x;c = Tk, k 7£ 1727i7j7
dostaneme formu odpovedajticu matici (Aj;) s nulami na diagonale a A}, #

0. Dalsim zobrazenim

1 ! / 1 / / "
Ty =] — Xy, Ty =]+ 25, T =y, k=3,4,....n,

dostaneme formu odpovedajicej matici (Aj;) s A7} # 0.
(ii) Ak existuje A; # 0, zobrazenim

" " " .
r; =x1, T =3, Ty =Tk, kK F# 1,4,
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prejdeme k forme odpovedajticej matici (Af;) s A7, # 0.
Moézeme teda predpokladat, ze mame formu odpovedajtcu (A4;;) s Ay #

0. Tato upravime takto:

A(X) = Alll'% + 214121'1&72 + ...+ 2A1n:1;'151,‘n + Z Aija’:il‘j

i,j=2
:1(Aa:+ +Aa:2—|—z — A 0ij) T x5
A11 11 41 In 4n = 11 Y4y g -
V premennych y; = Aj1x1 + ... + Aip Ty, Yo = To, ... Yy = T,, Mame
Loy
Ax) = Gy + Ay
11
kde kvadraticka forma
A (x) = Z (Aij — Av1 6ij) 5 5,
i,j=2
zavisi len od premennych x5, ... ,x,. Uvedeny postup zopakujeme s A;(x)
a prideme k forme Aj(x), ktora zavisi od premennych x3, ... ,z,, atd. Pon

krokoch nakoniec obdrzime hladani diagonalnu formu B(y).

Pozndmka: Po skonceni procesu diagonalizacie miesto kvadratickej formy

A(x) s hodnostou r obdrzime formu

= > vy,
k=1
v ktorej
e p koeficientov «; je kladnych,
e ¢ koeficientov je zapornych, a
e ostavajucich n — p — q koeficientov je nulovych.
Dvojica (p,q) sa nazyva signatirou formy A(x), stcet r = p + ¢ je rovny

jej hodnosti. Zavedenim novych premennych zp = +/|ag| yx (pre tie k, pre
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ktoré ay # 0) a ich vhodnym preindexovanim, napokon upravime formu na

kanonicky tvar:

_ 2 2 2 2
Clz) = 21+ ...+ 2, — 2y o = Zpig

Hermitovskd forma v komplexnom vektorovom priestore E¢ je definovana
pomocou hermitovkej matice A = Af ako bilinearna funkcia zloziek z; a Z;
vektora x a komplexne zdruzeného vektora X:

n
Ax) = x.(Ax) = (Ax).x = Z ATz
ij=1
Vdaka hermitovosti matice A;; = Aj;, 4,7 = 1,...,n, je ¢islo A(x) reélne:
A(x) = A(x). Hodnost formy A je opit definovand ako pocet linedrne
nezavislych riadkov matice A.
V komplexnom vektorovom priestor tiez plati veta o diagonalizacii her-

mitovskej formy:

Veta: Ku kazdej hermitovskej forme A(x) hodnosti » v komplexnom n-
rozmernom vektorovom priestore mozno najst suradnice y, t.j. regularnu

maticu T, tak, Ze forma odpovedajtca matici B = T* AT je diagonalna:

n

Bly) = > axlyly,

k=1
s realnymi diagonalnymi prvkami aq, ..., a,.
Doékaz: Analogickymi tipravami ako v redlnom pripade, mozno dosiahnut,

ze Ay # 0. Takito hermitovska formu upravime takto:
Ax) = AuZiar + Ap@ras + AsiToxr + .0 + A Tran + Al Tn 1

n 1 n
+ Z Aijj:ixj = A—H|A11$1 ++A1nxn|2 + Z(Aij—All(sij)fiZEj.

i,j=2 1,§=2
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V premennych y; = Ajyxy + ... + Aip Ty, Yo = To, ... Yy = T,, Mame

1
A) = =l + A)

kde kvadraticka forma A;(x) zavisi len od premennych z,, ... ,z,. Opako-

vanim tohto postupu po n krokoch nakoniec obdrzime hladant diagonalnu

formu B(y).

Pozndmka: Po skonceni procesu diagonalizécie miesto hermitovskej formy
A(x) s hodnostou r obdrzime formu

n

Bly) = > arlyl;,

k=1
v ktorej p koeficientov «y, je kladnych, ¢ koeficientov je zapornych, a ostava-
jucich n — p — q koeficientov je nulovych. Dvojica (p, q) sa nazyva signatirou
formy A(x), sucet r = p + ¢ je rovny jej hodnosti. Zavedenim novych pre-
mennych zp = \/|ax| yx (pre tie k, pre ktoré ax # 0) mozno formu upravit

na kanonicky tvar:

Clz) = |21f + ...+ |23 — |22 - — |24,

Diagonalizacia foriem v baze vlastnijch vektorov.

Kvadraticka redlna forma

A(X) = Z Aij R kde Aij = Ajia

1,j=1

je zadana pomocou reédlnej symetrickej matice A = (A;;), ktord ma realne
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vlastné hodnoty Ay, ...

, An. Prislusné vlastné vektory

T11 Z12 Tin
Z21 X22 Lon
X1 = X2 = o Xy = )
Tnl Tn2 Tnn
pre j = 1,2,...,n, splhaji po rade rovnice

n
AXj = )‘j X; <= Z Azk Tk = /\j Tij .

k=1

Vlastné vektory x1, ... ,X,, vyberieme tak, ze tvoria ortonormalny systém:

n
X . X5 = E Tki Ty = 57lj Z,j = ]_,27...,TL.
k=1

Posledné vztahy sa ekvivaletné tomu, Ze matica

(ktorej stlpce odpovedaji vlastnym vektorom) je ortogonalna. Podmienka
ortogonality X! X = I odpoveda prave ortonormalite systému vlastnych

vektorov:
n n
t t
(X X)ij = § :xz‘kxkj = E Thi Ty = Oij -
k=1 k=1
Poznamenajme este, ze plati

(AX)ZJ = Z Az‘kl’kj = )\jxij-
k=1

Teraz uz jednoducho ukéZeme, ze matica B = X' A X je diagonalna. Sku-

tocne,

3

B = (X'AX);; = P(AX )y = D wni Ay g
k=1

k=1
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n
= )\j E xkimkj = )\j(Sij-
k=1

Hermitovskd komplexnd forma

ij=1
je zadand pomocou hermitovskej matice AT = A, ktora ma realne vlastné
hodnoty Ay, ..., A,. Prislusné ortonormélne vlastné vektory
T11 T12 Lin
L21 T22 T2n
Xl —_= X2 g s X'I’L —_= s
Tn1 Tn2 Tnn

pre j = 1,2,..., n, spliaju vztahy

n
Xi.X; = E fkixkj:&j i,j:1,2,...,n7
k=1
ktoré st ekvivaletné tomu, Ze matica

r11 ... Tin

Tp1t -+ Tpn

je unitarna: X7 X = I. Rovnakym postupom ako v realnom pripade, mozno

dokazat, Ze matica B = X' A X je diagonalna:

Bij = (XTAX);; = \jdij.

Pozndmka: Ako sme videli vyssie, kvadraticki formu mozeme celkom

jednoducho (induktivne) diagonalizovat vhodnou regularnou maticou
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T € GL(n,R) resp. T € GL(n,C):
Aw— B=TAT,

kde B je diagonalna matica v kanonickom tvare s nulami a +1-mi na diago-
néle.
Diagonalizacia pomocou ortogonélnej alebo unitarnej matice 7' € O(n)
resp. T € U(n)
A B=TAT,

je ovela komplikovanejsia, lebo vyZzaduje rieSenie algebraickej rovnice na
vlastné hodnoty |[A — A I| = 0, ktora je n-tého stupna. Ako za "odmenu" dia-
gonalna matica B bude mat na diagonale vlastné hodnoty Aq, ..., \,, ktoré
poskytuju o matici (zobrazeni) ovela tplnejsiu informéciu ako jej kanonicky

tvar.
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