Matematika 1
Elementarny kalkulus

Uvod

Prehlad. Tieto poznamky obsahuju podklady k prednaske Matematika 1

na Specializacii Aplikovana informatika: jedna sa o 12 dvojhodinovych pred-

nasok doplnenych dvojhodinovymi cvi¢eniami (ich ¢lenenie nie je definitivne).

Poznamky obsahuju nasledujice témy:

1.
2
3.
4

5.

Realne ¢isla

. Elementarne funkcie

Limita ¢iselnej postupnosti, ¢iselné rady

. Limita funkcie, spojitost a derivacia

Vyuzitie derivacii: L’Hospitalovo pravidlo, priebeh funkcie, Tay-

lorov rozvoj funkcie

6.

Integrovanie a jeho aplikicie: Neurcity integral, urcity integral,

obycajné diferencialne rovnice

Motivacia. Aj ked v informatike sa pracuje najmé metoédami diskrét-

nej matematiky a algebry, je velmi uzitocné ovladat aj zaklady analyzy a

geometrie. Tieto aspekty sa prejavuji najmé v aplikacidch numerickych a

informatickych metod. Casto treba skimat, simulovat alebo modelovat rozne

procesy, zobrazovat ich alebo prenasat do virtudlneho sveta pocitacov. Na

doplnenie treba uviest, ze aj v ramci diskrétnej matematiky, pri formulaciach



problémov alebo ich analyze je uzito¢né mat zakladné vedomosti zo "spojite;
matematiky".

Zvycajne, alebo aspon velmi ¢asto, skimany problém mé svoj matemat-
icky alebo fyzikalny popis v ramci "klasickej" analyzy a geometrie. Cielom
prednédsok Matematika 1 je dat nevyhnutné zaklady analyzy a naucif sa
ich aj prakticky vyuzivat (podobne predmet Matematika 2 bude poskytovat
zékladné poznatky z linearnej algebry). Pojmovy aparat bude preto bu-
dovany len v nevyhnutnej miere. Doraz bude kladeny na praktické ovladanie
metod, t.j. priebezné precvicovanie nauc¢enych poznatkov, rieSenie najprv

jednoduchych a potom (trochu) zlozitejsich problémov.

Pozndmka: Ospravedliiujem sa za preklepy, ktoré buda postupne odstrano-
vané. Upozoriiujem na to, ze v texte sa pouzivaji Standartné oznacenia go-

niometrickych a cyklometrickych funkcii, kym v obrazkoch sa to LATEXove

oznacenia:
Funkcia Text Obrazky
tangens tgx tanx
cotangens tgx cotx
arctangens arctgx arctanx

arccotangens arccotg x —



Literatara.

Uc¢ebnice.

1. I. Kluvanek, L. Misik, J. Svec: Matematika pre studium technickych
vied, Alfa, Bratislava, 1961.

2. Ch. B. Morrey, jr: University Calculus with Analytic Geometry,
Addison-Wesley Publ. Comp., 1964.

3. J. B. Zeldovi¢: Vys8ia matematika pre zaciato¢nikov, Alfa, Bratislava,
1973.

Zbierky tloh.

1. Z. Kubacek, J. Valasek: Cvicenia z matematickej analyzy I a II, skrip-
tum UK Bratislava, 1994.

2. J. Elias, J. Horvath, J. Kazan: Zbierka tloh z vySSej matematiky, 2.
cast, Alfa, Bratislava, 1966.

3. B. P. Demidovi¢: Sbornik zada¢ i upraznenij po matematic¢eskomu
analizu, Nauka, Moskva, 1977.

Prehlady.

1. I. N. Bronstejn, K. A. Semendajev: Prirucka matematiky, SNTL,
Bratislava, 1961.

2. Mala encyklopédia matematiky, Obzor, Bratislava, 1978.



Hodnotenie predmetu. Vysledné hodnotenie sa sklada z priebezného

hodnotenia a zaverecného hodnotenia v pomere 50:50.

1. Priebezné hodnotenie 20 + 20 + 15 bodov
"Malé" testy na cviceniach (10 x 2) ......... 20 bodov
"Velké" testy v strede a na konci semestra (2 x 10) ... 20 bodov
Aktivita na cviceniach ......... 15 bodov
2. Zdverecné hodnotenie 35 + 20 bodov
Pisomny test (treba ziskat aspon 10 bodov) ....... 35 bodov
Ustna sktska .............cco.o..... 20 bodov
3. Zndmkovanie je rozratané na 50 + 50 bodov (5 + 5 bodov je bénus za
cviCenia a zavereény test):
> 91 bodov ... A
81-90 bodov ... B
71-80 bodov ... C
61-70 bodov ... D
51-60 bodov ... E
< 50 bodov ... Fx

Kto zo vsetkych pisomnych testov pocas semestra a zo zéverec¢ného testu
neziska viac ako 30 bodov (z moznych 90) nebude pripusteny k ustnej skuske.

Zlepsenie hodnotenia podla pisomnych testov je dané poc¢tom bodov ziskanych
na skiske. Z1y vysledok tstnej skusky moze znamenat zhorsenie znamky o 1

stupen oproti hodnoteniu podla pisomnych testov.



Chapter 1

Realne déisla

Budeme predpokladat, Ze intuitivny pojem mnoziny a zakladnych operacii s
nimi su zname. Zopakujme si ich:

(i) MnoZina A je stibor urcitych objektov, pri¢om o kazdom objekte vieme
rozhodnuf ¢ do nej patri alebo nie. Obyc¢ajne budeme postupovat tak, ze

objekty patriace do mnoziny jednoducho vymenujeme
A = {ab,..., 2},

alebo do zatvoriek {.. .} napiSeme presnt charakteristiku objektov patriacich

do mnoziny. Ak objekt a patri do A, tak piSeme a € A.

aed

Zjednotenie AU B Prienik A N B A je podmnozinou B
ACB
Obr. 1 a,b,c
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(ii) Zjednotenie A |JB dvoch mnozin A a B je subor objektov patriacich
aspon do jednej z mnozin A a B:

A|JB = {vsetky x také, ze x € A alebo x € B},

Prienik A (1B dvoch mnozin A a B je subor objektov patriacich do oboch
mnozin A a B stcasne:

A NB = {vsetky z také, ze x € A a sucasne x € B}.

PodmnoZina. Mnozina A je podmnozinou mnoziny B, ak kazdy prvok
mnoziny A patri aj do mnoziny B. Samozrejme, mnozina B moze mat aj

rozne dalsie prvky, (pozri Obr. 1).

Mnozina celych c¢isiel. Za¢nime nas vyklad mnozinou celych c¢isiel
Z = {0,£1,£2 ...}, na ktorej je definované s¢itanie (n,m) — n +m a
nasobenie (n,m) — n.m s obvyklymi vlastnostami

(i) komutativnost stuctu a sacinu:
n+m = m+n, nm = mmn,

pritom n+0=mn,1ln=n;

(ii) asociativnost stctu a sucinu:

n+(m+k) = (n+k)+m, n(mk) = (nm).k,

(iii) distributivnost su¢tu a saéinu: n.(m+ k) = n.m+n.k .

(iv) zaporny prvok: rovnica n + x = 0 ma prave jedno rieSenie x = —n.
Mnozina s vlastnostami (i)-(iv) sa nazyva okruh. Teda mnozina celych ¢isiel
Z je okruh.

Cisla Z, = {+1,4+2,...} sa nazyvaju kladné celé ¢isla, pricom miesto

+1,42,... jednoducho piseme 1,2,...; ¢islaZ_ = {—1,-2,...} st zaporné



celé cisla. Miesto n + (—m) sa zvykne pisat n —m. Poznamenajme, Ze plati
—n = (—1).n, podobne n = —(—n).

Ak plati (n —m) € Z, hovorime, Ze ¢islo n je vicsie ako ¢islo m, zapisuje
sa to ako n > m (pripadne m < n - m je mensie ako n):

e pre Tubovolné dve rézne celé ¢isla plati bud n > m alebo m > n,

e ak n >m am > k potom n > k.
To znamena, Ze mnozina celych ¢isiel je linedrne usporiadand. Cislon+1 je
nasledovnik ¢isla n (najblizsie celé ¢islo vicsie ako n).

Matematicka indukcia. Cisla N = {0,+1,+2,...} sa nazyvajui
prirodzené ¢isla. Mnozina prirodzenych ¢isiel N je najmensia mnozina, ktoré

mé nasledujice dve vlastnosti:
(1) 0 e N,

(1i) Ak n € N potomajn+1€N .

Téato vlastnost je zékladom overovania formul (dokazu vzorcov) zéavislych na
prirodzenom ¢isle n pomocou metoédy matematickej indukcie:
(i) Overime formulu S,, pre n =0,

(i) Za predpokladu, ze plati S, dokéaze sa platnost S, 1.

Priklad: Overitf pomocou matematickej indukcie sti¢tovii formulu pre kone¢ny

aritmeticky rad

1
S, = TLEO+1+2—|—...TL=§7”L(7”L+1).
k=0

Riesenie: (i) Pre n = 0 mame Sy = 0, ¢o je zrejme spravne; (ii) Pre stcet
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Spa1 postupne dostaneme:
1 1
Spi1 = Sp + (n+1) = §n(n+1) + (n+1) = §(n+1)(n—|—2).

Posledny vyraz je presne stctovy vzorec pre n + 1: za predpokladu jeho
platnosti pre n, overili sme ho pre n + 1.

Zakladom tuspesného vysledku bola uz spravna formula pre S,, my sme
len overovali, Ze naozaj je spravna. Keby sme nemali spravnu formulu k
dispozicii, museli by sme ju "uhadnut" alebo odvodif. V danom pripade to
ale nie je tazké:

S, = 04+14+24...n

1
= 5[(0+1+2+---+n) +n+n—-1+---+1+4+0)]

SO4m) 4 (Ltn =1t + (0] = Zn(n+1).

Mnozina racionalnych c¢isiel. Mnozinu raciondlnych ¢éisiel Q tvoria
triedy ekvivalencie dvojic celych ¢isiel (n, m), m # 0, ktoré budeme zapisovat
ako zlomky 7= (pripadne v texte ako n/m): zlomky n/m a n’/m’ st ekviva-

lentné ak plati

n n

— = — aknm'=mn’. (1.1)
m m

Toto napriklad nastane ak n’ = n.k a m’ = m.k, t.j.

n_n.k:

m m.k
Teda zlomky mozeme kratit: vzidy mozno vykratit citatela n aj menovatela

m tak, Ze n a m nesudelitelné. Naopak, niekedy méZe byt vhodné zlomky

rozsirovat.



Ak zlomok n/1 (presnejsie s nim ekvivalentnu triedu) identifikujeme s ¢is-
lom n € Z, tak mnozina celych ¢isiel Z bude podmnozinou mnoziny racionél-

nych c¢isiel Q. Poznamenajme, Ze plati

n 1 1

— =n— = —n,

m m m
-n n n n
— = — = (-1).— = ——.
m —-m m m

V mnozine racionalnych ¢isiel Q definujeme s¢itanie a nasobenie zlomkov

nasledovne:

p n.p
R (1.2)
q

Mnozina racionédlnych ¢isiel je pole, t.j. pre operécie s¢itania a nasobenia
zlomkov plati:

(i) komutativnost sac¢tu a sucinu: r+s = s+r, r.s = sr,

(ii) asociativnost suc¢tu a sucinu:

r+(s+t) = (r+s)+t, r(st) = (rs)t,

(iii) distributivnost sa¢tu a saéinu: r.(s+t) = r.s+rt,

(iv) zaporny prvok: ku kazdému raciondlnemu ¢islu » = n/m existuje
préave jedno racionalne ¢islo x = —r = —n/m, ktoré riesi rovnicu r + x = 0,

(v) inverzny prvok: ku kazdému nenulovému raciondlnemu ¢islu r =
n/m # 0 existuje prave jedno racionalne &islo y = r=! = =, ktoré riesi
rovnicu r.y = 1.

Teda mnozina racionalnych ¢isiel je okruh s vlastnostami (i)-(iv) a méa

este jednu dolezitu vlastnost (v) naviac. Takato mnozina sa nazyva teleso.
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Znazornenie celych a racionalnych éisiel.

Celé ¢isla budeme znazoriovat ako body na ¢iselnej osi: nakreslime si
priamku a na nej zvolime pociatok - bod n = 0, smerom doprava (dolava)
v jednotkovej vzdialenosti od pociatku vyznac¢ime bod +1 (—1), dvojkovej
vzdialenosti smerom doprava (dolava) vyznac¢ime bod +2 (—2), atd. (pozri

Obr. 2a).

N\
— +
.4-3-2-1012345 2
Ciselna os s celymi ¢islami Konstrukcia racionalneho ¢isla r = %

Obr. 2 a,b

W=
-

Zlomku n/m, m # 0, jednoduchou geometrickou konstrukciou priradime
bod na ¢iselnej osi:

e Nakreslime dve na seba kolmé ¢iselné osi - na "vodorovni" ¢iselnu os
nanesieme hodnotu n (Gitatela) a kolmu ¢iselnt os nanesieme hodnotu m # 0
(menovatela).

e Nanesenymi bodmi vedieme priamku p a bodom +1 na kolmej osi s iou
rovnobezna priamku p’; priamka p’ pretne vodorovnu os préave v bode n/m.

Ak je zlomok kladny priesec¢nik odpovedajuci racionalnemu ¢islu n/m je

napravo od bodu 0 na vodorovnej osi, ak je zaporny je od bodu 0 nalavo. Toto
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priradenie bodu na ¢iselnej osi raciondlnemu ¢islu ma ta prijemnu vlastnost,
ze ekvivalentnym zlomkom je priradeny ten isty bod.

Iné mozné vyjadrenie celého ¢isla n je jeho zapis v dekadickom zapise
pomocou ¢islic 0,1,...,9: kladné k-ciferné ¢islo AB...Z, A # 0, je zadané

ako

n = A10F + B10*' + ... Z.

Teraz raciondlnemu ¢islu r = n/m priradime dekadicky zapis prislusného
podielu dvoch celych &isiel (vypoéitany pomocou bezného algoritmu). Tlus-
trujme si tento postup na niekolkych jednoduchych zlomkoch tvaru 1/m:

(a) 3 = 1:2 = 0,500... = 0,50. Po prvom deleni méme nulovy
zvySok a dalsie delenie by davalo len samé 0;

(b) 5 = 1:3 = 0,333... = 0,3. Ako je zvykom, opakujice sa
¢islo alebo skupina ¢isiel v podieloch (a) aj (b) je v poslednom zéapise vyz-
nacena ¢iarou nad opakujicim sa stborom &fsiel (0 sa nezvykne explicitne
vyznacovat);

() 3 = 1:7 = 0,142857142857... = 0,142857. V tomto pripade
méame postupne zvysky po deleni: 1,4,2,8,5,7, potom sa objavi opaf 1 a
zvysky sa zacnu opakovat. Je si treba uvedomit, Ze je to nevyhnutné: vsetky
zvysky po deleni musia byt mensie ako m = 6 a nanajvys po Siestich krokoch
musia sa objavit dva rovnaké zvysky a nastane opakovanie.

Rovnaky argument plati pre TubovoIny zlomok: kaZdému cislur =n/m €
Q je priradeny dekadicky rozvoj s periddou na koncir = A...B,C...DE...F:

e Cast dekadického rozvoja pred desatinnou ¢iarkou sa nazyva celou ¢astou

Cisla r a znadi sa [r] = A...B,

e za desatinnou ¢iarkou moéze byf najprv neperiodickid cast C...D, po
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ktorej nasleduje perioda E...F nanajvys dlzky m,

e perioda 0 sa explicitne nevyznacuje; ¢islo A..B,C...D9 s D < 9 sa
identifikuje s ¢islom A...B, C...D’ s poslednou ¢islicou D' = D+1. Napriklad,
0,9 =1 alebo 2,19 = 2,2.

Priklad: Kone¢ny geometricky rad je definovany ako stucet
Sh :Zq” =14+qg+...4".
k=0

Dokézte stuc¢tovu formulu

qn—i-l .
Sn = , pre g % 0.
qg—1
Riesenie: Vyjdeme jednak zo vztahu
Spt1 == 1+q+...¢"" = S, + ",

a tiez zo vztahu
Spp1 = 14+q+..¢"" =14+ ql+--4+¢") =1 + ¢S, .

Porovnanim, pravych stran obdrzime hladany stactovy vzorec.
Poznamka 1: 'V pripade ¢ < 1 je uzitoéné prepisaf suctovy vzorec geo-

metrického radu takto:

1— n+1 1 n+1
Sp = 1 = - d )
l—gq l—q¢ 1-gq

Pre velké n druhy ¢len bude maly (napriklad, ak ¢ = 107, prvy ¢len da &islo,

ktoré ktoré sa bude lisit od S,, nanajvys na k-tom desatinnom mieste). Toto
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motivuje nasledujicu definiciu: Pri ¢ < 1 stcet nekonecného geometrického
radu je rovny

1

K sta¢tovému vzorcu (1.3) pre nekone¢ny geometricky rad sa vratime neskor.
Pozndamka 2: Aplikujme teraz suc¢tovy vzorec pre nekoneény geometricky

rad na ¢islo zadané v dekadickom zapise
r = A.B,C.DE..Fr = A.B,C.D + 0,0...0E...F .

Cislo A...B,C...D je evidentne racionalne, ukazme ze taka je aj jeho period-
ickd ¢ast 0,0...0E...F (pocet nil za desatinnou &iarkou sa rovna poctu cifier
C...D). Ako a = 0,0...0E...F ozna¢ime prvu ¢ast periody, jej druhé cast
bude a.q, tretia a.¢?, atd; tu ¢ = 107%, kde k je rovné poétu cifier v perioéde
E...F. Podla su¢tového vzorca periodickéd ¢ast je rovna raciondlnemu cislu:

a

0,0...0E.F = a(l1+q+¢+...) = e

Linearne usporiadanie racionalnych é&isiel.V dalsom bez ujmy na
obecnosti racionalne ¢islo berieme s kladnym menovatelom v tvare r = n/m,
m > 0:

e Raciondlne ¢islo r je kladné r» > 0 ak n > 0; r je zaporné r < 0 ak
n < 0; (kladné resp. zaporné racionalne ¢isla sa zobrazuju sa kladnu prava
Cast resp. zapornu lavu ¢ast ¢iselnej osi);

e Hovorime, ze r € Q je vicsie s =€ Q prave ak r — s > 0, zapisujeme
to ako r > s. Cislo r je mensie ako s ak s —r > 0, zapisujeme to ako r < s

alebo s > r;
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e Pre Tubovolné dve rézne racionalne ¢isla r a s plati bud r» > s alebo
s > r; usporiadanie je tranzitivne: ak r > s a s >t potom r > t;

e Mnozina racionalne ¢isiel je hustd: medzi dvoma raciondlnymi ¢islami
r > s vzdy existuje racionalne ¢islo ¢ také, ze r > ¢t > s.

e Ak r > sat >0 potom r.t > s.t; akr > sat <0 potom r.t < s.t;
Specialne pre r > s dostaneme —r < —s.
Teda mnozina raciondlnych ¢isiel Q je linearne usporiadané teleso: na ¢isel-
nej osi mensie racionalne ¢islo je nalavo od vécsieho, kladné resp. zaporné
racionélne Cisla sa zobrazuju sa kladnu pravia cast resp. zapornu lava ¢ast
C¢iselnej osi.

Pozndmka: Vzfah r > s sa nazyva ostrd nerovnost. Neostrd nerovnost

r > s znamena r > s alebo r = s;

analogicky

r < s znamend r < s alebo r = s.

Mnozina realnych c¢isiel. Mnozinu racionalnych c¢isiel je potrebné
roz8irif aby bolo mozné riesit (niektoré) algebraické rovnice. Ako priklad

uvazujme rovnicu

Predpokladajme, Ze jej riesenim je racionélne ¢islo x = n/m € Q s nesudeli-
telnymi n,m € Q (t.j. vykratili sme vSetky spolo¢né faktory v n a m). Po
dosadeni do rovnice dostaneme

2

L 2 alebo n?> = 2m

2
m2

Prava strana je parne ¢islo a preto musi byt n = 2k. Po dosadeni do posled-
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ného vztahu dostaneme 2k? = m?, takze aj m musi byt parne: obe ¢isla n
a m s parne a prisli sme k sporu s ich predpokladanou nesudeliteInostou.

2 = 2 nemaA racionélne rieSenia. PretoZe rieSenie x

Vidime, Ze rovnica x
rovnice 22 = 2 nie je racionalne, jeho dekadicky rozvoj neméze byt s perio-
dou na konci.

Mnozinu redlnych cisiel R definujeme ako ¢isla, ktoré maji vSeobecny
dekadicky rozvoj x = A...B,CD...:

e Cisla s periddou na konci st racionalne,

e ostatné ¢isla su iracionalne.

Pozndmka: Cisiel v R je ovela viac ako racionalnych &isiel Q. Daju
sa ale Tubovolne presne aproximovat ¢islami z Q. Napriklad, staci zobraf
z dekadického rozvoja z = A..B,C;...C,... € R jeho celu ¢ast a prvych
n = &islic za desatinnou ciarkou, t.j. x, = A..B,C)...C, € Q. Zrejme
0 <z —x, < 107" Podrobnejsie sa budeme takymito otazkami zaoberat
neskor.

Mnozina redlnych ¢isiel R je usporiadané pole:

e V R st definované komutativne asociativne a vzajomne distributivne
operacie s¢itania a nasobenia (vlastnosti (i)-(iii));

e Rovnice  +a = 0 a by = 1 (pri b # 0), maji prave jedno rieSenie
r = —aresp. y=>b""' (vlastnosti (iv)-(v));

e V R méme linearne usporiadanie z > y < z —y > 0 s obdobnymi
vlastnostami ako v mnozine racionalnych ¢isiel.

Intervaly na realnej osi. Ohranicené intervaly na realnej osi st podm-

noziny R zadané dvomi readlnymi ¢islami a < b ako:

[a,b] = {z €R; a <z <b} — uzavrety interval ,
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[a,b) = {x € R; a <x < b} — zhora otvoreny polouzavrety interval
(a,b] = {z € R; a <x <b} — zdola otvoreny polouzavrety interval ,
(a,b) = {zr €R; a <z <b} — otvoreny interval .

Okrem toho sa definujua zhora neohranic¢ené intervaly:

la,00) = {x € R; x <a} — zhora neohranic¢eny uzavrety interval ,
(a,00) = {z € R; v <a} — zhora neohranic¢eny otvoreny interval .
Zdola neohrani¢ené intervaly (—oo,a] = {r € R; z > a} a(—o0,a) = {z €

R; = > a} st definované obdobne; nakoniec sa zvykne definovat neohraniceny

interval (zdola aj zhora) (—oo,00) = R.



Chapter 2

Funkcie

Hovorime, Ze f je redlna funkcia na podmnozine Dy C R realnej osi, ak

kazdému x € Dy je priradené redlne ¢islo f(z) € R. PiSeme,
f: Df =R, aleboxe Dy — f(z)eR.

Mnozina Dy sa nazyva definicny obor funkcie f a mnozina Ry = {y =

f(z);x € Dy} sa nazyva obor hodnoét funkcie f.

Graf funkcie. V rovine (na papieri alebo tabuli) nakreslime realnu x-
ovi os a jej pociatkom vedieme na fu kolmu y-ovi os. Kazdy bod roviny

bude takto charakterizovany dvojicou realnych &isiel [z;y] € R x R = R2.

Na z-ovej osi vyznacime definicny obor a kazdému x € Dy priradime
realne ¢islo y = f(x) na y-ovej osi. Mnozina dvojic bodov Gy = {[z; f(x)] €

R?} sa nazyva graf funkcie.

17
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Prehfad funkcii.

Niektoré nelementarne funkcie.

y=[x|
T3 / T3 y=|x|
T2 e—oO T9 \/
__1 ._o _..1..
t @ O t t t } } t
-1 0o 1 2 3 92 1 0o 1 2
—o0 T-1
\ B
y = ()
1 2 3

1. Celd cast ¢isla [z] je definovana ako najvicsie celé ¢islo n < x, t.j. pre
x € [n,n+ 1) je [x] = n. Napriklad, pre ¢islo x = A...B,D... € R mame
[z] = A..B.

2. Abslitna hodnota || ¢isla x je definovana takto:

|t|] = zprex >0, x| = —zprex <0, (2.1)
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Ekvivalentne, |z| = max{z, —z} (najvécsie z ¢isiel x a —x).

3. Znamienkovd funkcia (signum x) znacieva sa ako £(z) (alebo sgn(z)).

Je definovana takto:
ge(xr)=1prex >0, €0)=0, e(z)—=1prex <0. (2.2)

Jednoducho s fou stvisi Heavisideova funkcia 6(z) = [1 + e(x)]. Grafy

funkeii [z], |x| a (z) st na Obr. 3.

*4. Pre prirodzené n symbol n! (n-faktoridl) je definovany takto: 0! =1,

n!=1.23...(n—1).n. Gamma funkcia I'(x) je definovana pomocou integralu
['(z) = / dte 't 1 pre xz >0, (2.3)
0

Mozno ukazat, Ze pre prirodzené ¢isla plati I'(n+1) = nl. Teda I'(x) rozsiruje
faktorial na vSetky realne kladné cisla. Co sa za tymto skryva dozvieme sa

koncom semestra.
Elementarne funkcie.

Celociselné mocniny a polynémy.
Funkcia z", n je prirodzené ¢islo. Definiény obor funkcie je cela
realna os D = R: pre vietky z € R kladieme 2° = 1 (2 je funkcia identicky

rovna 1), kym pre prirodzené kladné ¢islo n kladieme

" = x..x , n-nasobny sucin x-ov . (2.4)



20 CHAPTER 2. FUNKCIE

Funkcia 2™ mé nasledovné vlastnosti:

e Ak x # 0 potom 2" # 0,

o 1" o™ = (x..x).(x..xt) = "™ (v prvej zatvorke n-nasobny a v druhej
m-nasobny séin),

" = z"" (v druhom kroku méame m-nésobny suc¢in x™),

o (MM =12a". x
o (zy)" = a"y",

e Binomicky rozvoj. Plati formula

(z+y)" = > (Haty ", (2.5)
k=0
kde
n!
)y — 2.
3
y==1
y = \
r3 / T3
F 9 T2 x
\ ,
1 y=X 11 y==r
2 a1 /To 1 2 1 lo 1 2
-1 T-1
Obr. 4 a,b

2§11 znazornené na Obr.4a;

Grafy funkcii y = f(x) =z ay = g(z) = x
graf funkcie y = z je priamka prechadzajica pociatkom, kym y = z? je

parabola v hornej polrovine prechédzajica pociatkom symetricka okolo y-
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ovej osi. Graf funkcie y = 2" pre x > 0 je podobny grafu funkcie y = 22
(pozri Obr.4b, kde st nakreslené grafy funkcii 72 a z3).

Polyném n-tého stupna p(x). Je to funkcia na D = R zadané formulou
p(z) = apr” + ap 12"+ o+ ar + ag, (2.7)

kde ag, ay, ..., a, si pevne dané realne ¢isla, pricom a,, # 0.
Funkcia x7". Jej defini¢ny obor tvoria vSetky nenulové body na realnej

osi D = {z € Rjz # 0} = (—00,0)J(0, +00). Je definovana ako riesenie

rovnice
ya" =1, x#0. (2.8)
Pri x # 0 vztahy
" #£0, 2"a™ =" (") =", (2.9)
platia pre Tubovolné celoc¢iselné mocniny. épeciélne, " =27t je n-

nasobny stéin z .

Racionalna funkcia je definovana ako podiel dvoch (reilnych) polyno-

mov
flz) = % (2.10)
m-tého a n-tého stupna:
p(x) = apz™+ ..z + ap, (2.11)
q(z) = 2"+ .. bz + by (2.12)
(bez ujmy obecnosti sme polozili b, = 1). Aby sme urcili defini¢ny obor

vyuzijeme (bez dokazu) tvrdenie z teorie algebraickych rovnic, podla ktorého
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polynéom ¢(x) ma nasledujuci rozklad:

qz) = (z—21).(z—2).[(x —c))* + 3. [(x —cp)* +di] , dy #0,..,d, #0,
(2.13)
pricom n = [+ 2k (modze byt [ = 0 alebo k = 0). Cisla 21, ...,z € R st prave
realne korene polynému ¢(z). Definiény obor racionalnej funkcie % tvoria
vBetky reélne ¢isla nerovntice sa korefiom polynoému ¢(z): D = {z € R;z #
T, .., T F# T}
Pokial, polyném p(x) ma nizsi stupen ako ¢(x) a ¢(z) mé vyssie uve-
deny rozklad na korenové faktory, tak racionalna funkcia p(x)/q(z) moze byt

rozlozené na parcialne zlomky takto:

o) _ _m @
q(z) r—I T — Iy
ap.x + () ag.T + B)
—_— —_— 2.14
Tt (x —c1)2+ d3 + + (x — cp)? + d? (2.14)
Tuto formulu mozno dokazat matematickou indukciou.
ZloZena a inverzna funkcia.
Zlozena funkcia. Uvazujme dve realne funkcie
f:Dfy - R, g:D;, — R, (2.15)

pricom budeme predpokladaft, Ze obor hodnét funkcie f je podmnozinou

defini¢ného oboru funkcie g:

Ry ={y=f(z);z € Ds} C D,. (2.16)



23

Ak Ry C D,, ma zmysel na D uvazovat zlozené zobrazenie

o= fle) = g(f(z)),

ktoré definuje zloZeni funkciu go f: Dy to R

(go f)(x) = g(f(x)), v € Dy . (2.17)

Pozndmka: Pokial, Ry nie je podmnozinou D,, niekedy pomoze zuzit definiény
obor Dy funkecie f na podmnozinu D} C Dy, tak aby R} = {y = f(z);z €

D’} uz bolo podmnozinou D,.

Priklad 1.: Nech f(z) = 2* — 1 a g(z) = 2% + 2, potom zloZena funkcia
bude
(goflx) = (=1 +2 = 2°—22°+3.
Pretoze D, = R, defini¢ny obor zloZenej funkcie moze byt celd realna os:
Dy,r =R.
Priklad 2.: Nech f(z) =1— 2% a g(x) = \/z. Pretoze D, = [0, +00), tak
zlozené funkcia

(go f)lz) = V1—a?,

bude mat defini¢ny obor Dy.r = [—1,+1].

Inverzna funkcia. Hovorime, Ze funkcia y = f(x) je prostd na podm-
nozine D" C Dy, ak pre jej dva IubovoIné rozne body x; a x5 z D' st rozne

ich obrazy f(z1) a f(x9):

r1,83 € D', m # 19 = f(z1) # f2) .
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Medzi x € D' ay € R = {y = f(x);x € D'} mame jedno-jednoznacéné
priradenie = < y = f(x): ku kazdému y € R’ najdeme prave jedno x € D',

pre ktoré y = f(x).

Priklad: Z grafov funkcie y = x a y = 2? vidime, Ze funkcia y = z je
prosta na R, kym funkcia y = 22 je prosta na [0, +o00] (alebo [—o0,0]), ale

nie je prosta na ziadnej vacsej podmnozine realnej osi.

—g(x
y=g(x)
" /7
N /
e 4
“' / f—
.} , y=f(x) )
"' /
. ’
I' /7
l’ 4
. k
N Ve
] /7
V4 7/
/7 /7
Ve — , /
Vs ‘ 4
Graf funkcie y = x?
Graf funkcie g(x) inverznej k f(x) a inverznej y = /1

Obr. 5a,b

K funkcii y = f(x) prostej na mnozine D', mozeme definovat na R’ =
{y = f(x);z € D'} inverzni funkciu y = g(z), ktord méa nasledujicu
vlastnost:

Bodu 2’ = f(z) € R priraduje g(2') = x . (2.18)
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Vo vSeobecnosti medzi funkciou a k nej inverznou plati:
(go f)(x) = g(f(x)) =z, prexe D,

(fog)x) = flg(x)) = =, prex € R (2.19)

Grafom inverznej funkcie je mnozina bodov

Gy = {[2"59(a") = [f(z); 2]},

t.j. oproti Gy je x-ova stradnicova os vymenené s y-ovou osou: G, dostaneme

z Gy tak, ze graf Gy oto¢ime okolo priamky y = = (pozri Obr. 5a).

Odmocnina.

Funkcia f(xz) = 2", n € N (n-4 mocnine) je pre x > 0 jednoznacne
zobrazuje mnozinu Dy = [0;4+00) na Ry = [0;+00) (pozri Obr. 5b). Preto
existuje inverzna funkcia, ktord sa nazyva n-t4 odmocnina a znac¢i sa ako
g(z) =z alebo g(z) = /z s definiénym oborom D, = [0; +00) = R;. Teda
plati:

(x")%:x prez >0,
(a:%)” =z prex >0. (2.20)

Racionalna a redlna mocnina. Ked uz mame definovani odmocninu
1 AV v 7 . vz . z v 7
xn, x > 0, tak mdézme vypocitat mocninu ¢isla x > 0 na racionélne ¢islo
r = m/n takto:

o = (@) = ()™ (2.21)
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Oba sposoby vypoctu 2" davaja rovnaky vysledok. Poznamenajme, Ze pokial
exponent r > 0, tak uvedené formuly mézme pouzit aj pre x = 0 (pritom
0" =0).

Pre racionalne mocniny platia vztahy
o't = 2™ (wy) =a2"y, (27)F = 2", (2.22)

ktoré zovseobechuji analogické vztahy platné pre celé ¢isla.

Pozndmka. PretoZe, realne ¢isla mozno Tubovolne presne aproximovat
racionalnymi ¢islami, tak pojem mocniny z* kladného ¢isla x mozno rozsirit
aj na redlne exponenty a € R. Formuly (2.22) pre z%.2° (z.y)?, (2%)" st
rovnaké ako pre racionalne exponenty. PresnejSia argumentacia vyzaduje

pojem limity a bude uvedena neskor.

Exponenciilna funkcia a logaritmus.

Exponencidlna funkcia.V definicii redlnej mocniny z* pre x > 0 a a € R,
vymenime tlohy z a a a budeme uvazovat pri kladnom a > 0 exponencidlnu
funkciu a® definovant na celej iselnej osi © € R. Tato funkcia splia nasle-

dujtci vztah (dosledok prvej rovnice v (2.22)).
a®.a¥ = a**¥, a > 0 pevne zvolené, (2.23)

ktory plati pre Tubolné realne ¢isla = a y (¢islo a sa nazyva zakladom a ¢islo

x exponentom).
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Obr. 6

Medzi exponencidlnymi funkciami vyzna¢né postavenie ma Fulerova ex-
ponenta zadana nekone¢nym radom:

l‘n

x x -

ele—i———i-——i———i— — 2.24

, =35 e

Neskor ukazeme, ze exponencidlny rad méa definovany sicet pre vietky = € R.
Jeho zakladom je Eulerova konstanta

— el =1 1 1 ! = 2,718282 2.25
cmel =4 bt n L — 2T (225)

Teraz sa forméalne presvedéime, ze funkcia e® splha pozadovant rovnicu

"e¥ = ", (2.26)

Postupne méame:
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_ (z+y) | (@+y)® | (@+y) N ) L
=1+ g +o=) =
n=0
Na zaklade rovnice (2.26) tieZz mame e”.e™* = "% = ¢ = 1, takze
1 T x? x3
= — =1 - = — - — e 2.27
¢ = TR I T (2.27)

Funkcia e” je rastuca a kladna na celej ¢iselnej osi (jej graf je na Obr. 6):
(i) Pretoze, x > y > 0 implikuje 2" > y"™ > 0, tak e” je rastica pre x > 0,
(ii) pre z < 0 to zase vyplyva zo vztahu e™* = 1/e".

Funkcia e” nadobuda vsetky kladné hodnoty: jej obor hodndt je nevlastny

interval (0, +00).

Logaritmus. Prirodzeny logaritmus Inx je definovany ako funkcia in-

verzna k e®. Teda, funkcia Inz je definovana pre x > 0, pricom:

Ine® = =z, xr — realne,

e™* = 1z, 2 —realne a kladné. (2.28)

Na celom svojom definiénom obore logaritmus je rastuca funkcia (pozri Obr.

6). Dalej plati:
In(z.y) = lnx + lny, In(2*) = alnz. (2.29)

Teraz uz lahko vyjadrime Tubovolnu exponencialnu funkciu a* pomocou
Eulerovej exponenty

am — (elna)m — ex.lna' (230)

Vidime, ze k tomu aby sme vypocitali a® stac¢i dosadif do vzorca pre eY

preskalovany argument y = x.Ina. Poznamejme eSte Ze, pre redlnu mocninu

plati 2¢ = e*!n®,
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Pozndmka 1. Logaritmicka funkcia redukuje nasobenie dvoch realnych
Cisiel a a b na s¢itanie ich logaritmov Ina a Inb (podstata logaritmického

pravitka):

a.b _ elna.elnb — elna—&-lnb‘

Komplexné ¢éisla

Teleso realnych ¢isiel R rozsirime o novy matematicky objekt o imag-
indrnu jednotku i: jej sCitanie s redlnym c¢islom a nésobenie redlnym c¢islom

definujeme tak, ze pre vSetky redlne ¢isla a, b plati

i+a =a+1i, (i+a)+b=1i4+a(+b),i+0 =1, (2.31)
i.a = a.i, (i.a).b = i.a(.b),i.1 = i, (2.32)

a(+b).i = a.i+b.i, ¥ = —1. (2.33)

Posledny vztah i = —1 definuje nasobenie imaginarnej jednotky samej so

sebou a podstatne ju odliguje od realnych &isiel (pre ktoré vzdy plati a*> > 0).

Definicia: Mnozinu komplexnych ¢&isiel C tvoria ¢isla tvaru
c = a+ bi, a,b — realne ¢isla.

V tejto formuli imaginarna jednotka i ma vlastnosti (2.31)-(2.33). Sucet c+¢’
a sucin c.c’ dvoch komplexnych ¢isiel c = a+b.iacd = a’ +V'.i st definované
vzfahmi:

c+c = (a+d)+ (b+V)1,
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c.d = (a.d =bb) + (al +d.b)i.

Poznamky:

1) Ku kazdému komplexnému ¢&slu ¢ = a + b.i definujeme komplezne

zdruzené ¢islo ¢ = a — b.i. Realne ¢isla

1
Rec = §(é+c) = a,

i,
Ime := 5(6_ c) = b,
nazyvaju sa redlnou castou a imagindrnou castou komplexného ¢isla. Kom-

plexné ¢isla, s nulovou imaginarnou c¢asfou, pre ktoré ¢ = ¢ = a, identifiku-

jeme s redlnymi ¢islami.

2) Absoliitna hodnota (modul) komplexného ¢isla ¢ = a+b.i je definovana

ako nezaporné realne ¢islo zadané vztahom:
le| = Vee = Va® + b2,

Komplexné ¢islo ¢ = 0 prave vtedy ak |¢| = 0, t.j. Rec = a = 0 a stucasne

Ime =06 = 0.

3) Ku kazdému komplexnému ¢islu ¢ = a + b.i existuje prave jedno za-
porné ¢islo —c = (—a) 4+ (=b).i = —a — b.i, pre ktoré plati ¢ + (—c) =

¢ —c = 0. Pre kazdé komplexné ¢islo ¢ = a + b.i # 0 existuje prave jedno
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mverzné c¢islo

1 c a—bi a b )
R - — A
|c|? a? + b? a2+ b a2+ b

pre ktoré plati c.c™! = 1.

4) Na zaklade tohto jednoducho sa mozno presvedcit, ze komplexné ¢isla
C tvoria teleso, podobne ako ho tvoria racionalne ¢isla Q a realne ¢isla R:

e operacie s¢itania a nasobenia komplexnych ¢isiel su komutativne a aso-
ciativne, a tiez vzajomne distributivne,

e ku kazdému komplexnému ¢&islu existuje zaporné cislo a ku kazdému
komplexnému ¢islu réznemu od 0 existuje inverzné cislo.

e Komplexné ¢isla, na rozdiel od racionalnych a realnych ¢isiel, nemozno

prirodzene linearne usporiadat.

5) Kazdé komplexné ¢islo z = x + y.i € C mozno identifikovat s bodom
[x;y] v rovine realnych &isiel R?:

e Na vodorovni z-ovil os v rovine nanaSame realnu c¢ast komplexného
¢isla, na kolmi y-ovi os nanaSame jeho imagindrnu cast. Komplexnému
¢islu z = 0 odpoveda pociatok v rovine.

e Komplexné ¢islo z = x + y.i moéZme tiez identifikovat s vektorom ("8ip-
kou") z v rovine R? s koncovym bodom [z;y], ktora vychadza z pociatku.
Vektor z odpovedajici z ma dlzku |z| a zviera s z-vou osou uhol ¢ zadany
formulou tg¢ = ¥ (podrobnejsie si to vS§imneme neskor).

e Pri znazorneni pomocou vektorov v rovine, sic¢tu komplexnych ¢isiel ¢

a z odpoveda sucet vektorov ¢ a z. Ak komplexné ¢islo z nésobime kom-
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plexnym &slom ¢, tak siéinu c. z odpoveda vektor dlzky |¢|.|z|, ktory zviera
s z-vou osou uhol v 4+ ¢ (¢ a 7 oznacuju uhly, ktoré s z-ovou osou zvieraju

vektory ¢ a z).

Goniometrické funkcie.

Ui
€, 1) cos asin 3
n =sinx
X
X o 1 o | N__________
V V
£ =cosz £ sin « cos (8
Obr. 7a,b

Uvazujme v rovine R? (s navzajom kolmymi &iselnymi osami & a 1)
kruznicu C o polomere 1. Body na C parametrizujme uhlom , ktory nanasame
od bodu (1;0) na kruznicu v kladnom smere (t.j. proti smeru hodinovych
ruciciek). Uhly zadavame v radidnoch: 180° = 7, kde m = 3,141592... je
Ludolfovo ¢islo, t.j. 1° = 7/180 (Specialne 90° = 7/2).

Podla definicie goniometrickych funkcii z pravouhlého trojuholnika vyz-



33

nac¢eného na Obr. 7a mame

. protilahla odvesna
SINr = = ’r]
prepona

cosa — prilahla odvesna _ ¢ (2.34)
prepona

7 obrazku vidno, ze funkcie sinz a cosz nadobidaju Specidlne hodnoty
sin0 = 0, sin(g) =1,

cos0 = 1, cos(g) =0. (2.35)

Tiez jednoducho mozno ukazat, Ze platia suctové (presnejsie, rozdielové)

vzorce

sin(x —y) = sinx cosy — cosz siny ,
cos(xr —y) = cosz cosy + sinz siny . (2.36)

Dokaz tychto vzorcov je nazna¢eny na Obr. 7b. Zo $peciélnych hodnot (2.35)
a suctovych vzorcov (2.36) plyna vSetky formulky pre goniometrické funkcie.
Zhrime tie zakladné:

(i) Ak v stuctovych vzorcoch polozime x = 0, ziskameme nepéarnost funkcie

sinus a parnost funkcie cosinus:
sin(—y) = —siny, cos(—y) = cosy, (2.37)

(ii) Ak v suctovych vzorcoch polozime y = —z, obdrzime znamu rovnicu

(Pytagorova veta pre trojuhonik s jednotkovu preponou):

sinx + cos’r = 1, (2.38)
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(iii) Ak polozime z = ¥ a vyuzijeme (i) dostaneme zakladny vztah medzi

funkciami sinus a cosinus:
sin(g —y) = cosy, Cos(g —y) = siny, (2.39)

M a4 e v 7 _ — i g v
(iv) Ak v stctovych vzorcoch polozime y = 7 = 7 + 7 a pouzijeme
ich dvakrat dostaneme zmenu znamienka funkcii sinus a cosinus pri zmene

argumentu o m:

. : Toow m ,
sin(x +m) = sm(a:—l—E—{—E) = COS({E—l—E) = —sinz
cos(x +m) = cos(x+g+g) = —sin(a:—i-g) = —cosz , (2.40)

(v) Nakoniec, ak predchadzajuci vzfah aplikujeme dvakrat dostaneme

periodi¢nost funkcif sinus a cosinus pri zmene argumentu o 27:
sin(x 4+ 27) = sin(x+7+7) = —sin(x+ ) = sinzx

cos(x +2m) = cos(x+m+7m) = —cos(r+m) = cosx . (2.41)

Okrem goniometrickych funkcii sinz a cosz zavadzuju sa aj dalSie:

sin x 3
tgr = definovana prea:;é:lzz,:lz—ﬁ,...
cos T 2 2
co
cotgr = sisz definovana pre x #£ 0, +, ... (2.42)

Z ich definiénych oborov sme museli vynat body na ¢iselnej osi, v ktorych
cosx = 0 resp. sinz = 0. Ich zakladné vlastnosti plyna lahko z formuliek
funkcie sin z a cos x, ktoré su uvedené vyssie. Napriklad, funkcie tgz a cotgx

st periodické s periddou 7

tg(z +m) = tgx, cotg(r+m) = cotgx . (2.43)
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Uplne podobne mozno odvodif zo suétovych vzorcov rozne dalsie vztahy

medzi goniometrickymi funkciami.

Pozndmka: Uvazujme funkciu
E(x) = cosz + isinx.
Pouzitim stac¢tovych vzorcov pre goniometrické funkcie dostaneme
E(z) E(y) = (cosx + isinz)(cosy + isiny)

= (cosx cosy — sinz siny) + i(sinz cosy + cosz siny)
= cos(z+vy) +isin(x+y) = Ex+vy).

Teda funkcia E(x) je exponenta, ktord mozno vyjadrif pomocou Eulerovej

exponencialnej funkcie. Platia dolezité Moivreove vzorce

e!” = cosz +isinw, e '* = cosz —isinz.

Obratené Moivreove vztahy su

elm + e—lm ) elz _ e—lm
cosyr = ————, smr = ———— ——
2i

2

Teraz pomocou rozvojov (2.24) a (2.27) pre funkcie e* a e * dostaneme

dolezité rozvoje pre goniometrické funkcie cosz a sin x:

22 2 o0 o
cosx = 1 — ot = ;(—1) o) (2.44)
) 3 5 o0 . 2+l
sing = & — o + =i = Z(— ) Gn 1) (2.45)



36 CHAPTER 2. FUNKCIE

Cyklometrické funkcie.

Cyklometrické funkcie st funkcie inverzné ku goniometrickym. Funkcie
sinx, cos z, tgx a cotg x st monoténne (rastice alebo klesajuce na vhodnych
intervaloch dlzky 7. Ich Standartna volba je nasledovna:

(i) Funkcia sin  je rasttica na intervale (—7,+7%), pricom jej obor hodnot
je interval (—1,41). Funkcia arcsinz, inverzna k sinz je uréend vztahmi

(pozri Obr. 8a, funkcia sinz je vyznacena plnou ¢Giarou a funkcia arcsin x)

¢iarkovane):
o T
arcsin(sinz) = x pre x € (—§,+§),
sin(arcsinz) = x prex € (—1,+1).

Podobne, funkcia tgx je rastiica na intervale (—%,+%), jej obor hodnét je
interval (—o0,4+00). Inverzna funkcia arctgz splia vztahy (pozri Obr. 8b,

funkcia tgz je vyznacena plnou ¢iarou a funkcia arctg x ¢arkovane):

™

m
arctg (tgz) = =, z € (—§,+2

),

tg (arctgx) = =, x € (—o0, +00).
(ii) cosx a cotgx su klesajuce na intervale (0,7). Ich obory hodnot su
(—1,41) resp. (—o0,400). Vdaka relaciam

T m T m
cosx = sm(E—x) , cotgr = tg(a_x)’ = (_5’4_5)

prislusné inverzné funkcie su dané vztahmi:

m .
arccosr = 5~ arcsinz, x € (—1,4+1),
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s
arccotgr = — — arctgz, x € (—o0, +00).

Zakladné vztahy pre cyklometrické funkcie:

: , T
arcsinr = —arcsin(—z) = — —arccosz = arctg =
-z
T , V1 —a?
arccosx = w — arccos(—x) = — —arcsinz = arctg——,
x
, x
arctgr = —arctg(—x) = — — arccotgr = arcsin ——,
V1+ 22

T 1
arccotgx = mw — arccotg(—xr) = — —arctgxr = arcsin ——.
g g(-z) = 3 g N
Tieto vztahy plynua Tahko zo znamych relacii medzi goniometrickymi funkci-

ami. Ako ilustraciu overime vztah

X .
arctg————— = arcsinz.
1— 22

Ak dosadime na Tavej strane x = sint, postupne dostaneme

; sint ‘ sint ; (t t) .
arctg——=—= = arctg—— = arctg(tgt) = t.
V1 —sin’t cost

Toto je presne to, ¢o sa ziska pri dosadeni do pravej strany: arcsin(sint) = ¢.
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YAy arcsing va Y7 tglat
2T ' 13 x [ =z
I' y== | v=
1+ ---+~4= :
y =sinzx o y = arctgx
- > ‘ — —>
-5 1 0 1 X 3 -2, 3 X
L.
'l' ————— | T
/. oA 2
D |
: I
1 _g : [ -3
Graf funkcie y =sinz Graf funkcie y = tgx
a k nej inverznej y = arcsinz a k nej inverznej y = arctgx

Obr. 8 a,b



Chapter 3
Limita c¢iselnej postupnosti, rady

Ciselna postupnost. Ciselnd postupnost {a,}2,, = {am, ami1, Gmio, ...}
je funkcia definovand na podmnozine prirodzenych ¢isiel {m,m + 1,m +

2,...}, ktoré priraduje kazdému ¢islu n z tejto podmnoziny realne ¢islo ay,:

ne{mm+lm+2,..} — a,€R. (3.1)

Pozndamka: 7Zviacsa sa uvazuju pripady m = 1 (alebo m = 0). Nie je
to podstatné, lebo ak polozime a, = anpim, n = 0,1,2,..., mame jedno-
jednoznacné priradenie medzi postupnostou {a, }2, = a postupnostou {a/, }>° ;

(alebo {al,}5°,).

Monotdénne a ohrani¢ené postupnosti. Postupnost {a,}>°  je
e rastica ak pre vSetky Cleny postupnosti plati a,, < a,41,
e flesajica ak pre vSetky ¢leny postupnosti plati a, > a1,

e neklesajica ak pre vsetky cCleny postupnosti plati a,, < an.1,

39
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e nerastica ak pre vSetky ¢leny postupnosti plati a, > a,1,

e ohranicend zdola resp. ohranicend zhora ak existuje také ¢islo K, Ze pre

vSetky ¢leny postupnosti plati a,, > K resp. a, < K,

e ohranicend ak je ohranicené zdola aj zhora; vtedy existuje kladné ¢islo

K, 7e pre jej vSetky ¢leny plati |a,| < K.

Niekolko prikladov:

1) {an}o2,={1,2,...} aleboa,=n,n=0,1,2,...,

2) {a.}o2g=1{3,-3,2,-3,...} ,aleboa, =3.(-3)", n=0,1,2,...,

3) {an}2o={1,-1,1,...} ,alebo a,=(-1)", n=0,1,2,...,

4) a, = = alebo {a,}02, ={1,1,%,...} ,n=1,2,...,

ORECY

5) {an}e, ={1,-2,3,—4,...} ,alebo a, = (-1)""'n,n=1,2,....

Pozndmka. Postupnost 1. je rastuca, 4. je klesajuca, postupnosti 1. a 5.

st neohranicené, kym postupnosti 2., 3. a 4. st ohranicené.
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Limita ¢iselnej postupnosti.

Vlastna limita. Ak existuje k danej postupnosti {a,, ...} ¢islo a €
R, ku ktorému ¢isla a, s rastucim sa Tubovolne priblizuju, vtedy ¢islo a
nazyvame limitou postupnosti {a,}>2 —a znacime

a = lim a, . (3.2)

n—oo

Definicia (presné znenie). Hovorime, Ze ¢islo a € R je (vlastnou) limitou
postupnosti {a, }5°, .
ak pre kaZdé kladné ¢islo € > 0 existuje také prirodzené cislo, Ze pre kazZdé

prirodzené c¢islo n > ng plati

a—¢e < a, < a+e. (3.3)

Objasnime si blizsie, ¢o znamena tato presna definicia:

(i) Ak zvolime ¢ = 107%, potom nerovnosti (3.3) nam hovoria, Ze vietky
¢leny postupnosti a,, s n > ng maja rovnaky dekadicky rozvoj ako a aspon
do k-teho miesta za desatinnou ¢iarkou;

(ii) Geometricky si mozme nerovnosti (3.3) predstavif takto. Uvazujme
graf funcie n — a,. Nerovnosti (3.3) nam zarucuju, Ze pre n > ng hodnoty

an su v £ pase okolo priamky y = a rovnobeZnej s x=ovou osou, pozri Obr.

9a.
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Nevlastna limita. Ak ¢leny postupnosti {a, }>° . prirastiicom n neohranic¢ene
rastu (resp. klesaju), tak hovorime, Ze postupnost ma nevlastnu limitu +oo

(resp. —00), pozri Obr. 9b. Toto oznacujeme symbolom

lim @, = +ooresp. lima, = —o0. (3.4)

n—oo n—oo

Definicia (presné znenie). Hovorime, postupnost {a,}>2, ma nevlastna
limitu +o00 resp. —oo
ak pre kazdé kladné cislo K > 0 existuje také prirodzené cislo, Ze pre

vsetky prirodzené c¢isla n > ng plati

a, > +K resp. a, < —K . (3.5)

Zakladné vety o limitach postupnosti.

1. Postupnost méze mat najviac 1 limitu. Ak postupnost {a,}>° = ma
limitu, potom rovnaku limitu ma aj jej kazda podpostupnost {a,}>°,, kde
al, =a;, am <i; <iy <...,jerastiuca postupnost prirodzenych ¢isiel.

2. Postupnost, ktord mé vlastnu limitu je ohranicené; ak méa nevlastnu
limitu +o00 resp. —oo, tak nie je ohranic¢ené zhora resp. zdola.

3. Ohranicena rastuca resp. klesajuca postupnost méa vlastnu limitu,
pricom a, < a = lim, . a, resp. a, > a = lim, . a, (podla toho ¢i

postupnost je rastuca resp. klesajica).
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A Vsetky body za ng A
. musia padnit .
. do (a—e,a+¢) .
A+ Efpmmmmmmcececacaeannn ‘
a ----- : ------ .- ------- [ ] : [ ] ’ ° [ ] ’ [ ] °
4 — Efmmmmmmmmmmmmmmas c————— Kpreeeeeeeeemeeeeee- -
. ., . e . Vsetky body za ng
musia padnit
* * nad K
} > } >
0 no = f(e) 0 no = f(K)

Konvergencia postupnosti

Divergencia postupnosti

Obr. 9a,b

4. Neohranicena rastiica resp. klesajtica postupnost ma nevlastnu limitu

+00 resp. —o0.

5. Ak existuju vlastné limity a = lim,, .., a, a b = lim,,_,, b,, postupnosti

{an}2o a {b,}2,, potom plati

lim (a, +b,) = a+b, lim (a,.b,)

n—oo n—oo

Ak b # 0 potom lim fn

—
noon

= a.b,

6. Ak existuje vlastna limita lim,, ., a, = a a nevlastna limita lim,,_,o, b,, =

+00, potom lim,, .o (a, + b,) = +00.

Ak a # 0, potom lim,,_,(an.b,) = 00 (podla znamienka a).

7. Ak {a,}>2,. je postupnost kladnych resp. zapornych ¢isiel, pre ktort

lim,, .00 @, = 0, potom lim,,_,o.(1/a,) = +oo resp. lim, .o (1/a,) = —cc.

Ak lim,, . |a,| = +00, potom a = lim,,_.,(1/a,) = 0.
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Niektoré dolezité limity.

Nech a je realne kladné ¢islo, potom

1.
lim n* = +o0o0, lim n™* = 0,
n—oo n—oo
na
limn *lnn = 0, lim — = 0.
2.
lim a" = +o0, prea > 1,
n—oo
lim a" = 1, prea =1,
n—oo
lim a" = 0, prea < 1.
n—oo
3.
. 1 :
lim a» = lim {a = 1,
n—oo n—oo
. 1 :
lim n» = lim n = 1.
n—oo n—oo
4.

. \"
lim (1 + —)
n—oo n

e = 2,718282... ,

1 1 "
lim <1+§+~-+— — lnn> = C = 0,57722...
n—oo n

(e = Eulerove ¢islo, C = Eulerova konstanta).
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Ciselné rady.

Definicia: Vyraz tvaru
oo
g a, = ay + ay + ...,
n=0

kde {a,}2, tvoria ¢iselnt postupnost, nazyvame ciselnym radom; a, sa

nazyva n-tym ¢lenom ¢iselného radu a cisla

Sp = Zak = a+a+---+a,
k=0

¢iatoénymi sa¢tami. Rad >~ a, konverguje ak existuje limita

S = lim S, = > a,. (3.6)
n=0

n—o0

Posledné znacenie nie je dosledné, ale bezne sa pouziva: symbol Y > a, oz-
nacuje jednak rad ako objekt a zaroven aj jeho sucet (jeho okamzity vyznam
oby¢ajne vyplynie z kontextu).

Ak limita (3.6) neexistuje, rad diverguje (to znaci, ze lim, . S, bud

neexistuje alebo existuje nevlastna limita 400).
Priklady radov.

1. Konvergentny rad:

n=0

N[ —
A~ =
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2. Divergentny rad:

ilzl—i—l—i—l—i—...

n=0

3. Divergentny rad:

(]
S

4+ |~
—_

Il
[u—
+
| =
+
W =
+

(]
o
—_
=
Il
—_
|
| =
+
W =
|

Zakladné vety o konvergencii radov.

1. Na konvergenciu alebo divergenciu radu nemé vplyv vynechanie alebo
pridanie niekolkych ¢lenov na zaciatku radu.
2. Ak vynéasobime ¢leny konvergentného radu tym istym ¢islom ¢ dostaneme

opat konvergentny rad, pricom

[o.¢]
can:cg ap, -

n=0

WE

Il
=)

n

3. Konvergentné rady mozeme po Clenoch scitat a s¢itat. Ak existuji

Sa :iany Sb :ibn
n=0 n=0
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potom existuje
o

D (an£by) = Sa£ S,

n=0
4. Nutnd podmienka konvergencie. Ak rad ) > a, konverguje, potom
lim, .. a, = 0. Téato podmienka ale nie je postacujuca (pozri priklad s
harmonickym radom).
5. Rad s alternujicimi znamiemkami. Ak a, > 0 pre n € N, potom
Se => " o(—1)"a, nazyvame radom s alternujicimi znamiemkami.

Leibnizovo kritérium. Rad s alternujicimi znamiemkami konverguje ak

ag > ap; > as > ... aexistuje lima, =0.

n—oo

Absolatna konvergencia.

V pripade ak rad )~ a, mé ¢leny s roznymi znamienkami (ktoré ne-
musia byt alternujice), je vyhodné skamat rad )" |a,| s kladnymi ¢lenmi.
Mozno ukézat, ze ak konverguje rad Y~ |a,|, tak konverguje ajrad >~ a,
(naopak to neplati).

Definicia: Hovorime, ze rad Y~ a, absolitne konverguje ak konverguje
rad Y 7 |a,|. Hovorime, Ze rad Y 7 a, konverguje neabsolitne, ak je kon-

vergentny, ale rad > |a,| diverguje.
Vlastnosti absolitne konvergentnych radov.

1. V absolutne konvergentnom rade mozeme poradie jeho ¢lenov ITubovolne
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menif - jeho sticet sa nemeni.
Poznamka: V neabsoltutne konvergentnom rade mozeme jeho ¢leny usporiadaft
tak, Ze jeho stucet bude rovnat Iubovolnému ¢islu (Riemannova veta).

oo
=0

2. Absolatne konvergentné rady S, = >~ ja, a S, = Y-, b, moZeme

po ¢lenoch nésobit:
(CLO + a; + a2 + )(bo + b1 + bQ + )

= (lobo + (a1b0+a0b1) + (a2b0+a1b1—|—a0b2) + ... = Sa-Sb

3. Jednoduché kritérium konvergencie. Rad )"~ a, absolutne konver-
guje, ak existuje kladné ¢islo ¢ < 1 a kladné ¢islo A, tak ze pre vSetky n plati
odhad:

lan| < Aq".

4. D’Alembertove a Cauchyho kritéria konvegencie. Nech prerad Y >~ o a,

existuje niektora z limit:

. . |an+1|
p = lim

, D’Alembertovo kritérium,

p = lim {/|a,|, Cauchyho kritérium.
n—oo

Ak p < 1 potom rad absoltatne konverguje, ak p > 1 rad diverguje. Pri p =1

rad moze, ale nemusi, konvergovat.
Priklady. VySetrite konvergenciu uvedenych radov:

1. Rad )7 ot konverguje, lebo

. Qpyl . on+12" 1
po= T T S T g
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2. Harmonicky rad Y7 | 1 diverguje.
Tvrdenie dokédZeme sporom. Budeme predpokladat, Ze existuje koneény
sacet S => 7, % Potom existuju konec¢ny stucet jeho parnych ¢lenov
= 1 11 1
S, — _— = - —_ = —87
- 2n 2 ; n 2

ako aj neparnych c¢lenov

=1 1= 1 1
R > -y — = -6
;277,—1 2n:12n 2

Pretoze, S = S’ + S” prideme ku sporu:

! " 1 1 _
S=5+S5 >25+25—S.

3. Rad ) 7, "5 diverguje, lebo

. n+2 /1 1 > 1

n=1

Pozndmka. V poslednych dvoch prikladoch D’Alembertove alebo Cauchyho

kritérium déva p = 1 a neurcuje konvergenciu alebo divergenciu uvazovanych

radov.

Sucty niektorych ¢iselnych radov.



50 CHAPTER 3. LIMITA CISELNEJ POSTUPNOSTI, RADY

PR TS IS
nl 1! 2! e
n=0
3.
ii—1+1+1+ = 2
on 2 4 B
n=0
4.
= (=) 1 1 2
=1 - = - - =
2 3 * 3
n=0
5.
LI R
an+1) 12 0 23 34 B
6.
i": 1 I S S S
— (2n —1)(2n+1) 1.3 35 5.7 1.2
7.
oL oL L8
nn+2) 1.3 24 35 4
8.
= (—=1)" 1 1
Z< ) =1 - =4+ = — ... =1In2
n:On+1 2 3
9.
= (=) 1 1
Z():l__+__ :E
£ 2n 41 3 5 4
10.
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Komentdr k prikladom

(i) Priklady 1 a 2. Pre rad >_°° /£ mame

n!

. Gpy . "t pl . T
lim = lim — — = lim
n—oo  (y, n—oo (n + 1) zn n—oon + 1

= 0.

Tento rad (absolutne) konverguje pre Tubovolné x. Pre x = 1 méame priklad

1, pre x = —1 priklad 2.

(ii) Priklady 3 a 4. Jedna sa o geometricky rad Y 2 ¢" s ¢ = % resp.

q= —%. V oboch pripadoch méame
n+1 1
lim |an1 — lim lq| = l¢ = =.
n—o0 |an| n—oo |Q|n 2

Geometricky rad moézme scitat takto. Oznacme
So= Y 4" = 14+q+¢ + ¢"
k=0

Potom
Sni1 = 1+q+¢ . +¢"+¢""

= Sp+ +C]n+1 =1+ ¢S, .

7 posledného riadka dostavame

1— n+1 1 n+1
Sy = —1— — - i
l—q l—q l—gq
Zrejme,
, 1
lim S, = —— .

Staci sem dosadif ¢ = § resp. ¢ = —3.
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(iii) Priklady 5 oz 7. V priklade 5 zapiseme ¢len radu takto:

1 1 1
apb = — = — — :
n(n+1) n n+1
Potom,
1 1 1
Zan: 1__ +(§—§)+- =1

V priklade 6 zapiSeme

2n —1 1 1 1
ap = = 3 - )
2n+1) 2\2n—1 2n +1

a pouzijeme rovnaky postup:

Zan _ (1—%) bt > -1

Ciselny rad v priklade 7 je su¢tom oboch predchadzajucich radov:

Sao- Ll Ly L
" 13 24 3.5 46

1+1+1)+ _1+1_3
1.2 23 347 ) 2 4 4

n=1
_ (2 + L + +
- \13 35

(iv) Priklady 8 aZ 10. Konvergenciu radov ur¢ime odhadom sictov zhora:

N

1 1 1

1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
<A-5)+GE-3)+GE-7)+(G-2) ... =1

Tu sme pri odhade pridali podc¢iarknuté kladné ¢leny. V priklade 9 postupu-

jeme obdobne:
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1 1 1 1 1 1 1
< (1-:= S
(-3 +G-3) + -

kde sme opat pridali podcéiarknuté kladné ¢leny. Nakoniec rad 10 odhadneme

pomocou radu z prikladu 5:

1 1 1 1 1
Rad 10: 1+ =+ = + — <14+ — + —+ —

1
o= 2.
22 32 42 1.2 23 34 *

V pridade alternujtcich znamienok mozno vyuzit aj Leibnizovo kritérium.
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Chapter 4

Limita funkcie, spojitost a

derivacia
Limita funkcie

Nech funkcia f(x) je definova v §-okoli bodu x = a
Us(a) = {z € R; 0< |x—a| <0}. (4.1)

V samotnom bode bode a pritom funkcia f(z) nemusi byt definovana. Do
Us(a) patria realne ¢isla, pre ktoré plati: z Z#aaa—9d <z < a+ 0.

Hovorime, Ze funkcia y = f(z) definova v okoli bodu a méa v tomto bode
limitu

¢ = lim f(x)

r—a

ak s priblizovanim sa x k ¢islu a, hodnoty funkcie f(z) sa lubovolne priblizuju

k ¢islu ¢. Geometricka interpretécia limity funkcie je naznac¢ena na Obr. 10a.

95
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Definicia (presné znenie): Funkcia f(z) ma v bode z = a limitu rovnajicu
sa ¢islu c:

ak pre kazdé kladné ¢islo e > 0 existuje také cislo 6 > 0, Ze pre vietky x
splnajuce nerovnosti

0 < |z —al <39,

plat?

c—e < f(zr) <ct+e & |f(x)—¢c < €. (4.2)

a-+90 a—9 a-+9

Obr. 10a,b

Nevlastna limita funkcie

Hovorime, ze funkcia f(z) v bode x = a mé nevlastna limitu 400 resp.
—00

lim f(z) = 400, resp. lim f(z) = —o0,

r—a r—a
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ak funkcia neobmedzene rastie resp. klesa pri priblizovani sa = k bodu a.
Geometricka interpretacia nevlastnej limity +oo funkcie f(x) je naznaena

na Obr. 10b.

Definicia (presné znenie): Funkcia f(x) ma v bode x = a limitu

lim f(z) = 400 resp. lim f(z) = —o0

r—a r—a

ak k Tubovolnému cislu K > 0 existuje také c¢islo & > 0, Ze pre vsetky x
splnajice nerovnosti

0 <|r—al <9,

plati f(x) > K resp. f(r) < —K.

Pozndmka 1 (dolezita): Funkcia mé v bode 2 = a (vlastnt alebo nevlastnu)
limitu lim,_., f(z) = ¢ prave vtedy, ak pre lubovolni ¢iselni postupnost
bodov {x1, s, ...} z okolia bodu a, ktora m4 limitu a = lim,, ., x,,, prislugna

postupnost hodnét funkcie {f(x)1, f(x)2, ...} ma konverguje k ¢, t.j.

lim f(xz,) = c.

n—~oo

Limita funkcie v nevlastnych bodoch

Cislo ¢ je limitou funkcie f(x) pre  — o0, ¢ize

¢ = lim f(z), resp. ¢ = lim f(x),

T—+00 T——00
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ak pre lubovolné ¢islo € > 0 existuje také cislo K > 0, Ze

c—e < f(z) < c+eprevietky z > K resp. z < —K. (4.3)

Nevlastné limita v nevlastnych bodoch je definovana obdobne:

lim f(z) = #£oo, resp. lim f(z) = +oo,

P Poa——
ak pre Tubovolné cislo K > 0 existuje také ¢islo N > 0, Ze pre vsetky x
spliiajice nerovnosti x > N, resp. © < —N plati
f(z) > K v pripade, Ze limita je +o0,

f(x) < =K v pripade, Ze limita je —oc.

Pozndmka 2 (analog predchadzajicej poznamky 1): Pokial existuje (vlastna
alebo nevlastna) limitu lim, .+ f(x) = ¢, potom pre kazda postupnost

bodov {x1, z, ...}, ktorda ma odpovedajicu limitu lim,, ., 2, = £o0, plati

lim f(xz,) = c.

n—o0

Zakladné vety o limitach funkcii

Nasledujuce tvrdenia st priamym dosledkom Poznamok 1 a 2 spolu s

analogicymi tvrdeniami o limitach postupnosti:
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1) Limita sictu a sucinu funkcii. Ak existuju vlastné limity lim,_., f(z)

a lim, ., g(z) potom existuju limity

lim (f(z) + g(2)) = lim f(x) + lim ga),

lim (f(x).9(x)) = (lm f(2)) . (lm g(x)). (44)

2) Limita podielu funkcii. Ak existuju vlastné limity

lim f(z) a limg(x)#0

r—a r—a
potom existuje limita podielu

lim f(z) _ lim, ., f(z)

z—a g(x) lim, ., g(x)’ (45)

3) Ak v okoli bodu = = a o funkcii f(x) plati ¢(z) < f(z) < ¥(z) a ak

lim¢(z) = ¢ a limy(z) = ¢ (4.6)

r—a r—a

potom aj lim,_,, f(z) = c.

4) Ak existuje vlastna limita lim,_., f(z) a nevlastna limita lim,_, g(z) =

400 potom existuje limita

lim (f(z) + g(x)) = =£oo.

r—a

Ak naviac lim,_,, f(z) # 0, potom

lim (f(z).g(z)) = =+oo.

r—a
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Znamienko poslednej limity je uréené znamienkami lim, ., f(x) alim,_, g(z).

5) Ak existuje také kladné ¢islo K, ze |f(x)| < K v okoli bodu a, hov-
orime, ze funkcia f(x) je ohrani¢ena v okoli bodu a.
Ak existuje nevlastna limita lim, ., g(x) a funkcia f(x) je ohrani¢ena v
okoli bodu a potom
f(z)

lim —+ =
% gl@)

Niektoré dolezité limity

Uvedme dve dolezité limity, ktoré budeme vyuzivat pri vypocte limit

roznych vyrazov:

1\* i
lim <1+—) — e, lim 2T — 1, (4.7)
X

T—00 z—0 X

Prva je zovSeobecnenim analogickej limity pre ¢iselné postupnosti (v ktorej
celo¢iselnd premenna n sa nahradila redlnou premennou x). Odvodenie

druhej je naznacené na Obr. 11, z ktorého pre 0 < |z| < § mozno dedukovat

nerovnosti
sin sin
cosxT = < < 1.
tgx T
Ak uvazime, ze lim,_gcosx = 1, tak v limite z — 0 obdrzime hladana
limitu.

Spojitost funkcie
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10| A
tgx E '
sin : E
() =1i — ljm {eth)=f(z)
obr. 11 f'(x) = }Llf(l)tgoéh(x) = %12% -

obr. 12

Definicia: Funkcia f(x) definovana v okoli bode x = ¢ je v tomto bode

spojitda ak bod ¢ patri do defini¢ného oboru funkcie a existuje vlastnd limita

lim f(z) = f(c). (4.8)

r—cC

Funkcia je spojita na intervale (a, b), ak je spojita v kazdom bode ¢ z intervalu

(a,b).

Pozndmka: Ak funkcia je spojité a existuje vlastna limita lim, ., f(x) =
¢, potom mozeme funkciu f(z) spojito dodefinovat tym, ze definujeme novi

funkciu f(z) takto:

fla) = lim f(z) = ¢, f(x) = f(z) prex #a,.

r—a

Funkcia f(x) je uz spojita v bode = = a.
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Priklady na spojitost funkcie.

1. Neelementéarne funkcie [z] a e(z) st nespojité; absolutna hodnota |z

je spojita funkcia.

2. Mocninné funkcie st spojité na svojich defini¢nych oboroch:
a. Pre celé ¢islo n > 0 funkcia 2" je spojita na celej ¢iselnej osi z €
(—00,+00), kym x~™ je spojita pre vietky = # 0;

b. pre realne a funkcia 2 je spojita na intervale (0, 400).

3. Exponencialna funkcia a logaritmus st spojité na svojich defini¢nych

oboroch:
a. e’ je spojita na celej ¢iselnej osi x € (—o0, 4+00).

b. Inz je spojita na intervale (0, +00).

4. Goniometrické a cyklometrické funkcie st spojité na svojich definiénych
oboroch:

a. Funkcie sinx a cosx su spojité celej ¢iselnej osi x € (—o0, 4+00).

b. Funkcia tgx je spojitda na celej ¢iselnej osi s vynimkou bodov x =
7 +nm, n - celé ¢islo, kym cotgx je spojita na celej ¢iselnej osi s vynimkou
bodov & = nm, n - celé ¢&islo.

c. Funkcia arcsinx je spojitd na intervale (—1,+1) a funkcia arctgzx je

spojita na celej ¢iselnej osi (—oo, +00)
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Derivacia funkcie

Definicia: Derivacia spojitej funkcie f(z) spojitej na intervale (a,b) je
nova funkcia premennej x

fla) = tim LEF hlz_ @) (4.9)

h—0

ktord je definované v tych bodoch z € (a,b), v ktorych existuje uvedena

limita.

Geometricky vyznam derivacie je znézorneny na Obr. 12. Podla nacrtu
f'(x) =tga je doty¢nica ku grafu funkcie y = f(z) v bode x. Uhol a udava
sklon doty¢nice v bode x vzhladom k x-ovej osi; ak v bode x = a existuje

nevlastna limita f’(a) = +o0o, tak doty¢nica je rovnobeZna s y-ovou osou.

Pozndmka 1. PouZiva sa tiez oznaCenie: Af(x) = f(z + h) — f(z) a

Ax = x4+ h — x = h. Definiciu limity potom mozeme zapisat ako

_ df(z) . Af(x)

! = = 1 . 4.1
fi(x) I Aim —= (4.10)
Oznagenie derivacie ako f’(x) pochadza od Newtona, kym oznacenie d’;(;’)

zaviedol Leibniz.

Pozndmka 2. Samotné funkcia f'(z) resp. % moze maf tiez derivaciu,
ktora zna¢ime bud ako f”(x) (v Newtonovom znaceni), alebo ako % (v

Lebnizovom oznaceni); hovorime, Ze funkcia f(z) mé druhu derivaciu. Ana-

logicky sa definujui aj vyssie derivacie: n-ta derivacia sa znaci ako f(”(a:)
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alebo %Sf). Obe znacenia st tplne rovnocenné a v odbornej liteture sa

bezne pouzivaju.

Priklady na vypocet derivacii. Vypocitame postupne derivacie funkcii

n —n

", x7" e sinx a cosT:

1. Pri vypo¢te derivacie (z™)" vyuzijeme binomicka formulu (z + h)" =

D ho(B)a"F Rk
n\/ __ 1: <x+h>n_xn 1 - n\ . .n—ki1k
@) = Jim S = m e

-1
= ]lliné (naz”l + h%x”Q + ) = na" L

V poslednom kroku sme vyuzili to, ze lim,_,oh™ =0 pre m = 1,2, ...,m.

2. Derivéciu (x~™)" vypoéitame obdobne

(™) = lim ! ! L) lim ! i Gl Ol
 nsoh \(z+h)"  an) w0 (x4 h)nan h
1 -1
= —- lim <—nx"1 — hmw’%2 + > = —na "t
<" h—0 2

Tu sme vyuzili to, Ze limita prvého zlomku v druhom riadku je rovnéa 1/22",

kym druhy zlomok sme upravili podobne ako v priklade 1.

3. Pri vypocte (e®) vyuZijeme rozvoj (2.24) funkcie e? = 1+h+%h2+. -

z ktorého plynie 3 (e" —1) = 1 + $h + .... Teraz uz lahko dostaneme
z\/ . 1 z+h T . 1 x+h T
(") = lim— ("™ —€”) = lim — (e"™" —¢")

h—0 h h—0 h



_x-lh _
_e,l}i%ﬁ(e_l)_e'

4. Pri vypocte (sinz)" vyuZijeme limity

. sinh . 1—-cosh
M T T

Bude

1
(sinz) = lim 5 [sin(z + h) — sin ]

—0

= }lLir% [cosxsinh —sinx(1 — cosh)] = cosuz.

5. Podobne sa ukaze, ze

1
! : - _
(cosx) = }llli% : (cos(z + h) — cos )

= ]llin% (—cosx(l —cosh) —sinz(l —sinh))

—sin .

Zakladné pravidla pre vypocet derivacii

Nech f(x) a g(x) st funkcie, ktoré v uvazovanom bode maju derivacie
f'(x) a ¢'(x). Platia nasledujice pravidla:
1. Derivacie stctu a stucinu
(f(2) +g(2)) = f'(z)+g(2), (4.11)

(f(2)g(x)) = f'(2)g(x) + f(z)g (). (4.12)

65
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Derivacia podielu

(M)' _ J'@)g(@) - f(0)d'(z)

g9()

, glz) # 0 g(z) #0. (4.13)

Priklad. Odvodime vzorce pre (tgx) a (cotgx)”:

(tgz) = (sinx))l _ (sinz)’cosz — sinz(cos z)’

COS T cos? x
cos?x +sin’zx 1
cos? x cos?x’
/ . .
, cos ) (cosz)'sinx — cos z(sinz)’
(cotgz) = g = —
sin sin® x
—sin?z — cos?x 1
sin? sin?z’

2. Derivacia zlozenej funkcie
Uvazujme funkciu y = g(x) definovant pre z € D, a funkciu z = f(y)
definovant pre z € Dy D R, (defini¢ny obor funkcie f obsahuje obor hodnot

funkcie ¢g). Potom mé zmysel uvazovat zlozent funkciu:
z = f(g(z)), v € D,. (4.14)

Ak existuje derivacia ¢'(x) pre x € D, a derivacia f'(y) v bode y = g(z), tak

existuje aj derivacia zlozenej funkcie

(flg(@)) = (F'(W)ygm 9 (2)- (4.15)

Symbol (f(y));:g(x) znamend, ze vypocitame f’(y) a vo vysledku polozime

y = g(x).
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Priklad. Formulu pre derivaciu podielu mézeme odvodit zo vzorca pre

sucin takto:

(0) - (o) - rog o ()

) (
f(x J(x
©) g2
g(x) 9*(x)
Tento vyraz sa uz ale rovna formule pre derivaciu podielu. V poslednom

kroku sme pouzili vzorec pre derivaciu zlozenej funkcie:
IHRY 1 g (@)
) )05

9(x) Y~/ y=g(a) 9*(x)

3. Derivacia inverznej funkcie

Nech existuje funkcia g(x) inverzna funkcia k f(x) pre x € Dy. Potom

plati
fl9(x)) = z prex € Dy.

Derivéciou tohto vztahu dostaneme
(f'()ymgwy ' (x) = 1, lebo derivacia (z) = 1.

7 tejto rovnice pre derivdciu inverznej funkcie dostavame vzfah

g(x) = (@)Hm . (4.16)

Priklad 1. Pre funkciu f(x) = e* plati f'(x) = e®. Zo vzorca pre derivaciu

inverznej funkcie In z potom dostaneme

1 1 1
(Inz)" = (—) = — = —.
ey y=Inz e x
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Priklad 2. Podobne pre funkciu f(x) = sin z méame
f'(r) = cosz = /1 —sin’z.

70 vzorca pre derivaciu inverznej funkcie arcsin x potom dostaneme

1 1 1
arcsing) = | ——— = = )
( ) (x/l —sinQy) o \/1 — (sinarcsin z)? V1—2?
y=arcsin x

Priklad 3. Napokon pre funkciu f(z) = tgz méame

1

Pre derivaciu inverznej funkcie arctg, x potom dostaneme

1 1

1
1+ (tgarctgz)?  1+a2

(arctgz) = (—)
1+tg%y y=arctgz

Tabulka derivdcii elementdrnych funkcii

f(z) f(z) fz)  f(z)
¢ = const 0 " na !
" _nl,—n—l 9 nxa—l
e* e’ Inx %
sin x cosx cosx —sinx
tgx cos12 T cotgx B sin12 z
arcsin 11_x2 arctgx T +1x2
arccos r = ——— > arccotgr  —7 +1z2




Chapter 5
Vyuzitie derivacii
L’Hospitalovo pravidlo

Veta: Nech f(z) a g(z) st funkcie spojité v okoli bodu = = a také, ze
(1) existuju limity lim,_, f(x) = lim,_, g(z) = 0, alebo
existuju nevlastné limity lim,_, f(z) a lim,_, g(z), a

(2) dalej existuje limita

lim f'(z) )
e g(@)

Potom existuje aj limita

f@) oy £ (5.1)

lim —~% = )
v—a g(z)  w—ag(z)

Dékaz naznacime za predpokladu, ze f(a) = g(a) = 0, a Ze existuju
derivécie

fa) = Jim 2 (f(a+h)~ fa)],

h—0
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(@) = lim+g(a+h) — g(a)] # 0
gla) = hl_)Hé 3 gla gla .

Potom skutocne,

limM = lim ot =
=0 glat+h) — h=0 fglath) —gla)] — g'(a)

Pozndmka. Ak by bolo f'(a) = ¢'(a) = 0, tak mdzeme znova pouzit

I'Hospitalovo pravidlo na funkcie f'(z) a ¢'(z), za predpokladu, Ze existuje

limita

lim f::($), atd.

w—a g ()
Pri k-nasobnom pouziti 'Hospitalovho pravidla musia byt splnené predpok-
lady f(a) = f'(a) = -+ = f*D(a) = 0, g(a) = ¢'(a) = -~ = g*V(a) = 0

a existuje derivacia f*)(a) a spolu s derivaciou g*)(a) # 0.

Priklady 1.

a.
. sinz (sinz)’ . COSZT
li = lim = 1i =1
z—0 x—0 ,CE/ x—0 1
b.
lim = lim = lim = —qa
Tr—a a’,’q — Qa T—a (I’q — CLQ), Tr—a ql’q 1 q
C.




) T 1 o xlher—z+1
lim - = lim——+«+—
z—1\r—1 Inz z—1 ([E — 1) Inzx

_ !/
~ lim (xlnz —x+1)

_ Inx . x1
= lim —M im—— =
a1 ((x—1)Inx) e—llne4+1—a7! 17l + 72
Priklady 2.
a.
3 2
x 3w 6
lim — llm — = limymee— = liMyooo— 0.
r—o0 T r—oo er e’
b.
1 1 —si —
lim (7> = lim — % = Jim ——=% — ¢,
z—2 \ COST —tgx z—%  COSZ z—2 SINT
c. Dokazte, ze
lim (1 + z)r = e.
Miesto tejto limity uvazujme
In(1 1 -1
limin(l+2)t = tm 2EED o, AFO7
x—0 z—0 x x—0

Hladany vztah okamzite vyplyva z rovnice Ine= 1

Poznamenajme, Zze
vySetrovana limita po substiticii z =

1/t prejde na prva limitu v rovnici
(4.7).

VySetrovanie priebehu funkcie
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Veta 1 (O nadobidani hodnét): Nech f(x) je funkcia spojita na intervale
[a,b], pricom f(a) < f(b). Pre kazdé ¢islo ¢ € [a, b] existuje aspon jeden bod
xo z intervalu [a, b], v ktorom plati f(zg) = ¢ (analogické tvrdenie plati aj v

pripade f(a) > f(b)).

Dokaz Vezmeme stred intervalu a; = £(a+b); ak f(a;) = ¢ skonéili sme.

1) Ak f(a1) < ¢ uvazujeme interval [a, a;], na ktorom f(a;) < c < f(b) a
polozime as = 3(a1 + b),

2) Ak f(a1) > ¢ uvazujeme interval [ay, b], na ktorom f(a) < ¢ < f(a;) a
polozime as = 3(a + ay).

Vratime sa na zaciatok s a, miesto a; a postup opakujeme. Takto dostaneme
konvergentnt postupnost {aj, as,...}: v jej limitnom bode zg = lim,,_ a,

plati f(zg) = c.

obr. 13a,b

Veta 2 (O mazime a minime): Ak f(z) je funkcia spojita na uzavretom
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intervale [a, b] potom existuji body z; a x9 z intervalu [a, b] také, ze plati:

flz1) < f(z) < f(xg) pre vietky x € [a, b] . (5.2)

Tuto vetu dokazovat nebudeme. Veta nam hovori, Ze spojita funkcia na
uzavretom intervale nadobuda svoje extrémy (Obr. 13b):
(i) minimum f(z1) = mingejy f(), ti. f(1) < F(z) pre z € a,8],

(ii) mazimum f(x2) = maxX,cpp f(2), t.j. f(x2) > f(x) pre z € [a,b].

Definicia (Monotonnost funkcie): Funkcia f(z) je rastuca resp. kle-

sajica na intervale [a, b], ak

f(z1) < f(z2) resp. f(x1) > f(as) pre a <z < xy <. (5.3)

Veta 3: Ak funkcia f(z) spojita na intervale [a,b], ma pre x € (a,b)
derivaciu f'(x) > 0 resp. f'(z) < 0, potom f(x) je na intervale [a, b] rasttica
resp. klesajuca.

Dékaz Nech derivacia funkcie v bode x je kladnd

fia) = Fm 2{f+h)— f@) = ¢ >0

—0

Pre dostatocne malé A > 0 potom plati

1 1
S ) = f@)] = Se >0

Po vynésobeni h dostaneme f(x) < f(z + h); podobne pri h < 0 sa dostane
f(x + h) < f(x). Teda funkcia je rastica. V pripade zdpornej derivacie,

analogicky sa ukaze, ze je funkcia klesajuca.
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Definicia (Lokdlny extrém): Hovorime, ze funkcia f(x) ma v bode zg
lokdlne maximum resp. lokdlne minimum, ak je definovana v jeho okoli (xg—

d, o+ 0) a pre x # xo plati

f(z) < f(wo) resp. f(x) > f(zo) - (5.4)

Veta 4: Ak funkcia f(z) je spojita na intervale (zo — d,zo + J) a ma pre
x # xy derivaciu, potom méa v bode xg maximum alebo minimum, vtedy ked

f'(x) meni v okoli bodu zy znamienko podla nasledujicej tabulky:

f(zo) ma r < x> x
maximum  f'(z) >0  f'(x) <0 (5.5)

minimum  f'(z) <0  f'(z) >0

Derivéacia bode xy nemusi existovat, ak ale existuje, potom f'(zg) = 0. Ak

f'(x) nemeni v okoli bodu xy znamienko, extrém neexistuje.

Veta 5 (Rolleova veta): Nech f(z) je spojitda na intervale [a,b], pricom
f(a) = f(b) = 0. Ak f’(z) existuje na otvorenom intervale (a,b), potom
existuje bod xy € (a,b), v ktorom f’(z() = 0.

Dokaz: Rozlisujeme tri pripady:

1) f(z) = 0 pre vsetky = € (a,b), potom o mézeme volit lubovolne.

2) Ak maximum f(z) je kladné, tak sa nadobuda v bode zg € (a,b), v
ktorom f'(zg) = 0 (pozri Obr. 14a).

3) Analogicky, zdporné minimum f(z) sa nadobtuda v bode ¢ € (a,b), v

ktorom f’(zg) = 0.



5

obr. 14a,b

Veta 5 (Lagrangeova veta o prirastku funkcie): Nech f(x) je spojita na

intervale [a,b], pricom f'(z) existuje na otvorenom intervale (a,b). Potom

existuje také xy € (a,b), ze plati

flaeg) = 1O (5:6)

Dékaz: Miesto funkcie f(z) uvazujeme funkciu

ktora splia predpoklad Rolleovej vety g(a) = g(b) = 0. Potom existuje bod

xo € (a,b), v ktorom plati

0 = ¢'(zo) = f(x0) + bf(_ai B bfﬁb)a '

Odtialto hned dostaneme hladané vyjadrenie f'(x¢) (pozri Obr. 14a).
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*Asymptoty.

1) Nech funkcia f(z) je definované na nevlastnom intervale (a, +00). Hov-

orime, Ze priamka y = kxz + p zadand parametrami

k= lim M, p= lim [f(zx) — kx| (5.7)

rx——+o00 I Tr——400

je asymptota funkcie f(x) pre z — +o00. Asymptota v +o0o je priamka, ktora
sa k f(x) neobmedzene priblizuje pre x — +o0.

Ak funkcia f(z) je definované na nevlastnom intervale (—oo, a) jej asymp-
tota v.—oo sa definuje rovnako, len vsade lim, ., ., nahradime lim,_, .

2) Hovorime, ze funkcia f(z) definovana na vlastnom intervale (a,b) ma
vertikalnu asymptotu v bode x = a, ak pri pribliZzovani sa z k bodu a sprava
funkcia f(z) bud neobmdzene rastie alebo klesa. Analogicky sa definuje

vertikalna asymptota v pravom krajnom bode x = b.

*Konvexnost a konkavnost funkcie.

Spojita funkcia f(z) je na intervale (a, b) konveznd resp. konkdvna, ak na
(a,b) mé spojitu dervaciu, pricom v kazdom bode z¢ € (a,b) jej graf je nad
resp. pod jej doty¢nicou y = f(xg) + f'(z0)(x — x¢) v bode xy (pozri Obr.
16a a 16b).



asymptota

7

vertikalna asymptota

,," fl(x) =kz+q
i > >
a b
obr. 15a,b
A

1 — ' >

a b a b
konkévnost konvexnost

obr. 16a,b

Veta 6: Ak f"(z) > 0 resp. f”(z) <0 pre z € (a,b), potom f(z) je na

intervale (a,b) konvexna resp. konkévna.

Pozndmka: Bod xy € (a,b) odpoveda maximu resp. minimu ak

f(zo) = 0a f"zg < Oresp. f'xg > 0. (5.8)

Bod 2y € (a,b) je inflexny bod, ak f”(x) = 0 a f”(x) meni v bode x
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znamienko.

Zostrojenie grafu funkcie y = f(x).

1. Ur¢ime obor definicie.

2. Zistime, ¢i je funkcia parna alebo neparna.

3. Preskiimame limity funkcie v krajnych bodoch defini¢ného oboru.

4. Najdeme body nespojitosti a pripadne ur¢ime hodnoty funkcie vo
vybratych bodoch.

5. Najdeme intervaly, v ktorych funkcia rastie alebo klesa, urvéime max-
ima a minima.

*6. Urc¢ime asymptoty.

*7. Najdeme intervaly, v ktorych funkcia je konvexna alebo konkavna,

ur¢ime inflexné body a v kazdom z nich smer dotycnice.

Taylorov rozvoj.

Najprv prepiSeme Lagrangeovu vetu o prirastku funkcie do tvaru vhod-
nejsieho v dalSom.

Nech teda f(x) je spojita funkcia na intervale [a,a + h] pre h > 0 resp.
[a 4+ h,a] pre h < 0, ktora na prislusnom otvorenom intervale ma spojitu

derivaciu. Lagrangeovu vetu o prirastku funkcie mozeme prepisat takto:

fla+h) = fla) + h.f'(la+6h), 0 <6 <1. (5.9)
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Prirastok funkcie f(x) medzi bodmi x = a a © = a + h je na pravej strane
reprezentovany priamkou vychadzajiou z bodu f(a) so "spravnym" sklonom
f'(x0) vyjadrenym pomocou derivacie v bode xy = a + 6h: vybraty je préave

tak, aby sme sa "trafili" do hodnoty f(a + h).

V pripade, ze funkcia ma n-ta derivaciu, Taylor zovSeobecnil vetu o

prirastku funkcie pomocou jej aproximécie polynémami n-tého stupna.

Veta (Taylorova veta o prirastku funkcie): Nech f(x) je spojitd na in-
tervale [a,a + h| pre h > 0 resp. [a + h,a] pre h < 0, ktora na prislusnom

otvorenom intervale ma spojité vsetky derivacie az do n-tého radu. Potom

h h?
Fa+h) = fla) + p@) + D) +
LT e+ P e en), 0<0 <1 (5.10)
(n— 1) n! 7 ' '

Mocninny rad.

Uvazujme funkciu f(z) zadani v tvare mocninného radu
flz) = Zanx” =ay + ayr + apx® ...+ a2 + ... (5.11)
n=0

pre ktory existuje kladna limita

R = lim |-

n—oo

> 0. (5.12)

an+1
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Pre |z| < Rrad > 7, a, 2" absolutne konverguje. Kladné ¢islo R sa nazyva
polomer konvergencie, ak R = oo, mocninny rad konverguje pre vSetky hod-

noty x. Polomer konvergencie mozno vypocitat aj pomocou vzorca:

R™' = lim {/|a,| (5.13)

n—0oo

Pozndmka 1. Absolitnu konvergenciu mocninného radu dokédzeme tak,
ze vyuzijeme to, Ze z existencie R > 0 vyplyva existencia takého kladného

¢isla A, ze plati odhad

Potom méame

= - 2 " R+ |z|
< lz| < A 2 ) — 2
@ S Sl <A (i) = AR

Pozndmka 2. Mocninny rad mozno derivovat ¢len po ¢lene. Pod tym sa

mysli to, ze derivacia mocninného radu je dané formulou
f(z) = Znanx"’1 = a; + 2ayx + 3aza® + ... (5.14)
n=1

Podstatné tu je to, Ze polomer konvergencie derivovaného radu je opit R.
Toto plynie z toho, Ze

na,
(n + 1)an+1

lim

n—oo

Opakovanim tohto postupu ziskame lubovolnu derivovaciu funkcie zadanej

v tvare mocniného radu:
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(i) Funkcia f(z) zadanid v tvare mocninného radu md pre |x| < R (R je
polomer konvergencie) vietky derivdcie;
(ii) f®)(2) sa ziska k-ndsobngm derivovanim mocninného radu clen po

clene.

Funkciu zadana v tvare mocninného radu mozno rozvinit pre |z| < R do

Taylorovho radu v bode x = 0:

1

fla) = a2 =Y %f(”)(())m”, kde a, = af<”>(0). (5.15)

Podobne, Taylorov rozvoj v okoli bodu x = a ma tvar

fl@) = D an(@=)" = 3 —f"(a) (x—a)", kde a, = —f"(a).

n=0 n=0 )

(5.16)

Tento rad konverguje pre vietky x spliiajice nerovnost |z — a| < R.
Priklady

1. Taylorov rozvoj funkcie f(z) = e*. Pre tuto funkciu plati (e*)" = e”.
V bode z = 0 potom mame f(0) = (e”),—o = e’ = 1. Taylorov rozvoj ” v

bode z = 0 bude

oo

- T, .. 1
e :ZOH@" t.J.an:m.

Tento rad konverguje pre vsetky x lebo ma polomer kovergencie
Qn

R = lim

n—oo

1)!
= lim (n+1) = lim (n+1) = oc.

n—oo n! n—oo

an+1
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2. Taylorov rozvoj funkcii sinz a cosz. Plati (sinx) = cos a (cosx) =

—sinz. Preto

(sinz)®W = (=1)"sinx, (cosz)® = (=1)" cosz,
(sinz)® ) = (=1)" cosz, (cosz)®" ™) = —(=1)" sinz.
Pretoze, sin0 = 0 a cos0 = 1, tak bude
(sinx)f:ng =0, (cosa:)fj) = (-1)"
(smx)f”&rl) = (=1, (cosx)fn(;rl) 0.

Pre vSetky x dostdavame nasledujtice Taylorove rozvoje

. o - (__1)n 2n+1 o - (__1)n 2n
SNy = Z m.’ﬁ , COST = Z <2n)' Xz .

n=0

Pozndmka: Dokazeme Moivreov vzorec
i

cosx + isinx = e . (5.17)

Ak do Tavej strany dosadime rozvoje sinx a cosx tak dostaneme

— ()", D" onn1 1 i
Z%x o 22n+)1)x :Zn'<m) -

n=0 n=0

3. Nasledujuce Taylorove rozvoje konverguju pre |z| < 1:

1 “1)(a—2
(lix)azlj:aa:—k%ﬁia(a 3)'(& )ZL‘3+...,
72 3 7

In(1 = - — — - —

n(l+z) =z 5t 3 y :

) n 1 a3 . +13x5 n 135x n

arcsinz = ¢ + — — — — — —

23 24 5 6 7



Chapter 6
Integrovanie a jeho aplikacie

Neurcity integral a primitivna funkcia

Definicia: Primitivna funkcia k funkecii f(x) s definiénym oborom Dy je

funkcia F'(z), pre ktoru plati:

F'(x) = f(x) pre vsetky z € Dy . (6.1)

Pozndmka 1: Defini¢ny obor D primitivnej funkcie moze byt aj vacsi ako
Dy. Napriklad, ak ohrani¢ena funkcia f(x) je v intervale (a, b) spojitd, az na
koneény pocet bodov x1, xa, ..., 5 (v ktorych ani nemusi byt definovana), jej
primitivna funkcia F'(x) bude definovana a spojita na celom intervale (a,b)
(ak ale f(z) nie je ohranicend, tak F'(x) nemusi byt definovana vo vsetkych

bodoch xy, za, ..., x).

33
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Priklady

(i) Znamienkova funkcia
f(x) =e(x) rovna — 1,0, +1 porade pre x <0,z =0,z >0

je ohrani¢end a nespojitda v bode x = 0, pricom nie je tam ani definovana,
ale F'(z) = |z| je definovana a spojita v bode x=0.

(ii) Podobne, funkcia f(r) = 2723 je neohrani¢ena a nespojita v bode
x =0, ale F(x) = 32'/3 je definovana a spojita v bode z = 0.

(iii) Funkcia f(z) = 272 je neohrani¢ena a nespojitd v bode = = 0,

rovnako aj F(r) = —x~! je neohrani¢ena a nespojita v o = 0.

Pozndmka 2: Primitivna funkcia F'(z) k funkcii f(z) nie je uréena jed-
nozna¢ne. Kazda funkcia F(x) 4+ C lisiaca sa od F(z) o aditivnu kons-

tantu C' je tiez primitivna k funkcii f(z) (lebo derivacia konstanty je nula):

(F(z) +C) = F'(z) + C" = f(x).

Definicia: VSeobecnd primitivna funkcia F'(x) + C' k danej funkcii f(z)

sa nazyva neurcitym inegrdalom a oznacuje sa ako

/da:f(:v) = F(z)+C. (6.2)

Symbol [ dz sa nazyva neur€itym integralom v premennej z (lebo konstanta
C' nie je urcend), funkcia f(z) vystupujuca v integréli sa nazyva integrandom

(niekedy sa pouziva zapis [ f(x)dz s dz na konci).
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Zéakladné neurcité integraly dostaneme obratenim tabulky derivacii el-
ementarnych funkcii (v tabulkich sa nezvykne explicitne uvadzat neurcitéa

konstanta C').

Tabulka zdkladnijch neurcitych integrdlov

[dzz" = f::ll fdx% = lnx
Jdxat = Qf:—J:, a#—1 [dxe® = e"
[dx sinz = —cosz [dx cosz = sinz
[dr s = arctgz fdx\/li7 = arcsinw
[ dx sin12x = —cotgx fdm@ = tgx
[dxtgx = —In|cosx] [ dxcotgzr = In|sinz|

Dalej uvedieme niektoré zovSeobecnenia (o ich spravnosti da sa presvedcit

jednoduchym derivovanim):

/d 1 1 to T
x = —arctg —
a? + 22 R
1 1. a+z
/dach_a2 = %lna—x pre |z| < a
1 1. z—a
/d:zcaz_x2 = %mx—ka pre |z| > a
1

.
= arcsin— pre |z| <a
a

dr ——
Va2

1
dt —— = In(x + V2?2 —a? re |z| > a

1
dr ———— = In(z + V22 + a? re.
V2 + a? ( )P
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Zakladné pravidla vypoctu neurcitych integralov

1. Multiplikativnu konstantu mozno vynat pred integral:

/dmaf(x) _ a/dxf(m). (6.3)

2. Integrdl suctu funkcii sa rovna suctu prislusnych integralov:

/dm (f(@) + g(z)) = /d:pf(x) + /dxg(x). (6.4)

Niektoré integraly mozno redukovat na vypocet jednoduchsich (zaklad-
nych) integralov integracnou metddou substiticie a integrac¢nou metddou per-

partes.

3. Substitucnd metoda:

Jas o) - ([ dxf<x>)x:¢(t) | (6.5)

Na pravej strane najprv vypocitame integral [ dz f(z) a do vysledku za x

dosadime ¢(t).

4. Metoda per-partes:

/dxf(l“)g'(ff) = f(x)g(z) - /dwf'(w)g($)~ (6.6)

Tu f'(z) oznacuje derivaciu funkcie f(x) a podobne ¢'(x) je derivacia g(z).
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Komentar k pravidlam inegrovania. Pretoze neurcity integral (prim-
itivna funkcia) je "opakom" derivovania, tieto pravidla plyna priamo z pra-
vidiel pre derivovanie:

Pravidlo 1: Ak F(z) bude primitivna funkcia k f(z), pravidlo 1. je
ekvivaletné nasledujicemu pravidlu pre derivovanie

(a F(x)) = aF'(z) .

Pravidlo 2: Ak F(x) a G(x) ozna¢uju primitivne funkcie k f(z) a g(z),

pravidlo 2. je ekvivaletné derivovaniu siuc¢tu funkeii

(F(z) + G(z)) = F'(x) + G'(2) .

Pravidlo 3. Pravidlo sa ziska integraciou pravidla pre derivaciu zloZenej

funkecie:

Jaow sony = [at8 — o)

= F(2)i=py = ( / dxf($)>$¢(t)'

Pravidlo 4. Tntegraciou pravidla pre derivaciu siéinu funkeii
(f@) g@)) = f@)g(a) + f)g(@)
dostaneme rovnicu
f@oa) = [defia)gle) + [ dofia)da)

ktora je ekvivalentna pravidlu 4.

Pozndmka: Casto byva potrebné pouzit tieto pravidla aj viackrat za se-
bou. Existuji navody, ako postupovat pri integrovani urc¢itych triedach ele-

mentarnych funkcif:
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(i) Integrovanie racionélnych funkeii,

(ii) Integrand obsahuje odmocniny,

(iii) Integrand obsahuje goniometrické funkcie.

Takymito ndvodmi sa ale nebudeme blizsie zaoberat. Jednozna¢né pravidlo
na vypocet integralov neexistuje, je potrebny cvik a skiisenost.

Integraly elementarnych funkcii nie st vzdy elementarne funkcie. Ak nas-
tane takyto pripad, alebo je integrovanie prilis zlozité, integrand mézme braf
v tvare Taylorovho radu (alebo iného vhodného rozvoja), ktory za urcitych
podmienok mozno integrovat ¢len po ¢lene. Vysledok je potom dany v tvare
mocnniného rozvoja (pripadne rozvoja v inych funkciach).

Zvyknu sa tiez uvadzat rozsiahle tabulky neurcitych integralov, kde spravidla
mozno najst hladany integral, pokial sa da vyjadrif pomocou elementérnych

alebo inych $pecialnych funkcii.
Urdity integral

Budeme sa zaujimat o plochu medzi funkciou f(z) spojitou na vlastnom
intervale [a,b] a z-vou osou (pozri Obr. 17). Tuto plochu mozno odhadnuf
takto:

(i) Interval [a, b] rozdelime na N podintervalov [ag, a1], [a1, as], ... ,[an—1,an]
dlzky Az = %(b—a), s krajnymi bodmi ay = a, ... ,a, = a+nlz, ... ,ay = b.
Potom, v kazdom z intervalov (a,_1, a,) vyberieme bod z,, n = 1,2, ..., N.

(ii) Hladana plocha je priblizne dana ako Riemannov integralny sucet

Z Ax f(x,), Az = %(b —a) . (6.7)
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Pritom plocha nad xz-vou osou sa berie kladne resp. zaporne, podla ynamienka

//1
// |
7 |
| |
a = agx1 12 as J ZTnoa,=>
(p—1
obr. 17

Definicia: Urcity integral ff dx f(z) je definovany ako limita integralnych
suctov

N—o0

/ do f(z) = lim Y Az f(an). (6.8)

Symbol f: dx sa nazyva uritym integralom cez dx v medziach a, b ("na

intervale [a, b]" alebo "od a do b"), funkcia f(x) sa nazyva integrandom.

Komentar k definicii.

1. Mozno ukazat, ze za predpokladu o spojitosti integranda f(z) na
intervale [a,b] limita integralnych suc¢tov nezavisi od vyberu bodov z, €
(Qn—1,an).

2. Dalej mozno dokézaf, Ze ak ¢ je dany bod z intervalu (a,b) a je inte-
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grand je ohraniceny a spojity na intervaloch (a,c) a (¢, b), tak ur¢ity integral

na intervale [a, b] existuje a je dany ako sucet integralov cez [a, c| a [c, b]:

/ab dr f(z) = / dz f(z) + /Cb dz f(z). (6.9)

Integral pritom nezévisi od hodnoty integrandu v bode ¢ (funkcia f(z) v

bode x = ¢ ani nemusi byt definovana).

Pozndmka 1: 7 tohoto je vidief, Ze uréity integral na intervale (a,b)
existuje pre ohrani¢eny po Castiach spojity integrand. To je funkcia f(x)
spojitd a ohranic¢ené v intervale (a,b) az na konecny pocet bodov ¢, ¢, ...

C.

Pozndamka 2: Ak ohrani¢eny integrand f(x) zmenime v kone¢nom pocte
bodov, hodnota integralu sa nezmeni. Speciédne, integral nezavisi od hodnot

integranda f(cy), f(cz2), ... , f(cr) v bodoch nespojitosti.
Newtonova formula

Uvazujme integralny sucet

Z Ax f(z,), Tn € (an_1,a,) (6.10)

Nech F(x) je primitivna funkcia k integrandu f(z). Podla vety o prirastku
funkcie v kazdom z intervalov (a,_1,a,) existuje taky bod z,, ze plati

Flz,) = Do) = Flan) (6.11)

Ap — Ap—1
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Prave tieto hodnoty f(z,) = F'(z,), n = 0,1,..., N, dosadme do inte-
gralneho siactu. Ak uvazime to, ze Ax = a,, — a,_1, tak prislusny integralny
sucet mozme prepisat takto:

S (an — ) D) = o) S p) - P, )

Ay, — Qpy—
n=1 n n—1 n=1

= [F(a1) — F(ag)] + [F(az) — F(a1)] ...

+ [Flan-) = Flan—2)] + [F(an) = F(an-1)]

= Flay) — F(ay) = F(b) — F(a) .

Vidime, Ze plati velmi dolezitd Newtonova formula:

b
/ dr f(r) = F(b) — F(a) = [F(x)]. (6.12)

Tu je zavedené beZne pouZivané oznacenie [F(x)]2 = F(b) — F(a) (tiez
sa pouZiva znacenie F(x)|% = F(b) — F(a)).

Newtonova formula je fundamentalny vztah, ktory vyjadruje urc¢ity inte-
gral na intervale (a,b) z integrandu f(z) ako rozdiel hodnot prislusnej prim-
itivnej funkcie v koncovych bodoch oboru integrovania. Samozrejme, urcity

integral nezavisi od aditivnej konstanty vystupujicej v F(z).
Zakladné pravidla vypoctu urcitych integralov

Prvé dve pravidla plyna z Newtonovej integracnej formuly, dalgie vyply-

vaju priamo z pravidiel vypoc¢tu neurcitych integralov.
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0. Vymena integracnijch hranic a rozdelenie integracného intervalu:

/abdxf(x) _ —/badxf(x). (6.13)

/abdxf(x) — /acdxf(x) + /dexf(ﬁ), (6.14)

1. Multiplikativnu konstantu mozno vynat pred integral:

/abdxcf(a:) = c/abdxf(x). (6.15)

Integrdl suctu funkcii sa rovna suctu prislusnych integralov:

/abdx (f(z) + g(x)) = /abdmf(x) - /abdxg(ac). (6.16)

2. Substitucnd metoda:
B b
[ aswson = ([ ase) L, = F@. e

Vzorec plati ak ¢(t) na intervale [a, b] je monotonna: na pravej strane najprv
vypocitame integral ff dx f(z) = F(b) — F(a) a do vysledku dosadime

o a=¢(a) ab=¢(f) ak ¢(t) je rastuca, resp.

e a=¢(f) ab=¢(a) ak ¢(t) je klesajuca.

3. Metoda per-partes:

b b
/dxf(x)g’(x) = [f(@)g(@)]s — / dx f'(x)g(z) . (6.18)
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Priklady

1. Integral fjll dx z? poéitame priamo:

+1 37+1
1 —1 2
dez? — | 2| = Z__2 _ %
/—1 o |:3]1 3 3 3

2. Integral fog dt sint cost mozeme vypocitat pomocou substiticie x =

sint, dx = (sint)’ = cost:

3 5 ! 2270 1
/ dt sint cost = / dt (sint) sint = / dex = |—| = =
0 0 0 2 1o 2

3. Iny sposob vypoctu f()% dt sint cost spociva vo vyuZiti vzorca sin(2t) =

2 sint cost:

: 1 [3 1 [cos(26)]2 1
/ dt sint cost = 5/ dt sin(2t) = —= {COS( )] _ 1

0 0 2 2 0 2
4. Integral foc dx x e® pocitame metdodou per-partes, tak ze polozime
f(z) =z a ¢(x) = e*. Ak vyuZijeme to, ze f'(z) = 1 a g(x) = e, hned

dostaneme:

/dxxe” = [ze"]; — / dre® = [ze®]y — [e"]; = ce® — e +1
0 0
Nevlastné integraly

Integral cez nevlastné intervaly (c,+00) resp. (—oo,c¢) definuji sa ako

limity integralov cez vlastné intervaly:

+oo b
/ dr f(r) = lim dx f(x) (6.19)

b—~+o0 c
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resp.

a——00
a

/ D f@) = tim [ def(2) (6.20)

—0o0

Integral cez celt realnu os (—oo, +00) sa definuje takto

/_oo+°°dxf(x) _ / de f(z) + /:mdxf(x) (6.21)

kde posledné dva integraly boli zavedené vyssie. Hodnota takto definovaného

integréalu cez interval (—oo, +00)) nezavisi od vyberu bodu c.

Priklady

1. Integral f;oo dx e™™ pocitame priamo:

+oo c
/ dre ™ = lim dre ™ = lim [e_w]g =1
0 c——+400 0 c—-+00
2. Integral f0+oo dx x e”* pocitame metddou per-partes. Zvolime f(z) = x

a ¢ (xr) =e™ "), potom

+oo c ¢
/ drxe ™ = lim drxe ™ = lim ( [—xe_ﬂg - / dx (—e_$)>
0 etoo 0

c—+00 0
4
= lim drxe ™ = lim [—e_ﬂ; =1
c——+400 0 c—-+00
3. Integral I, = fOJrOO dx x™ e~ pocitame metdodou per-partes. Zvolime

f(z) =2a™a ¢ (z) = e (kvoli struénosti nevypisujeme explicitne lim,. ., .):

+o0o +oo
I, = / dra"e™ = [—a"e "] — / dx (na™ 1) (—e™®)
0 0

+oo
= n/ dez"te™ = n.d,
0
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Dostali sme rekurentny vztah I,, = n.[,,_1, pricom [y = 1 podla prikladu 2.

“+o00
I, :/ drz"e ™ = nl.
0
1.,z

Pozndmka: Mozno ukazat, ze integral I'(z) = 0+Oo drxz* e

Toto dava

existuje
pre Tubovolné realne z > 0 (jeho definiciu moZno rozsirit aj na komplexné
¢isla z rozne od 0 a celych zapornych ¢isiel). Toto definuje Eulerovu gamma
funkciu. Nedéa vyjadrit pomocou elementarnych funkcii, aj ked pre prirodzené

¢isla n = 1,2, ..., nadobtida hodnoty I'(n) = (n — 1)!.
Vypocty ploch a objemov rotaénych telies
Plochy v rovine (z,y) ohranicené funkciami y = f(z)

Jedné sa o plochy v rovine ohrani¢ené niekolkymi funkciami. Ako ilus-

traciu vypoé¢itame plochu elipsy v rovine (z,y) zadanej rovnicou
x
— + 5 = 1. (6.22)

Ak vyjadrime z tejto rovnice premennt y dostaneme dve rieSenia (pozri Obr

18):
y = fi(z) = b\/l—x—z,x [—a, +a],
y = folz) = —=by/1 a2’ [—a,+al .

Prvé z nich je kladné pre x € (—a, +a), druhé je symetricky rozlozené pod

x-ovou osou. Spajaju sa v bodoch x = 4a a x = —a: fi(+a) = fi(+a) =0)
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a fi(—a) = fi(—a) = 0. Plocha elipsy S je plocha uzavreta medzi funkciami

fi(x) a fol@).

Zrejme S je dvojnasobok plochy pod funkciou fi(x), ktora je rovné inte-

+a 72 +1
I = / drby\[1—— = ab/ dtv1 —t2.
—a a -1

Tu sme urobili substittciu t = z/a. Dalsou substiticiou ¢ = sin ¢ dostaneme

gralu

integral I v tvare

+t3
I = ab/ do cos® ¢

s
2

1 +3
= §ab/ do (1 —cos2¢) = gab.

SIE]

Tu sme vyuzili sme to, ze

+% 1 +E
/ d¢ cos2¢p = §[Sin2¢]_i =0
™ 2
-3
Pre plochu elipsy mame vzorec: S = mwab. V pripade kruznice polozime

a = b =r a ziskame znamy vzorec S = 7r? pre plochu kruznice polomere r.
Objemy rotacnyjch telies

Uvazujme teleso, ktoré sa ziska rotéciou spojitej funkcie y = f(x), zadanej
na intervale [a,b], okolo z-ovej osi. Kazdému bodu z € [a,b] mame takto
priradent kruznicu ploche 7 f?(x). Takéto rotacné teleso méa objem V zadany

integralom (pozri Obr 19):

b
V = 7r/ dx f*(z) . (6.23)



N
+b y:fl(x):+b\/1—2_§
|
>
—al '—l—a x
\ /
\ /
\ /
N /
~ ~
~ -~ 1 — — -
y=flx)=—b/1-5
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Na ilustraciu vypocitame objem rotac¢ného elipsoidu, ktory sa dostane

rotéciou krivky

y = f(z) = —i—b\/l—Z—z, x € [—a,+a],

okolo x-ovej osi. Po dosadeni do integralu pre objem V' dostaneme:

+a 2 2 4
V = 7r/ dz b? (1—:13—) = m(2ab® — gabz) = 57?@()2.

2
a a

Integréacia je v tomto pripade jednoduchéa. Ak polozime a = b = r, ziskame

znamy vzorec V = %W r3 pre objem gule o polomere 7.
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